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зотга 


плтраа трлатьт А т о ег > 
вается 54 сАИ. достЕо № Вес? 


вреосерат ством | позы 
с Т7тЕкцией "расстояиня" _ © : Ш > К , сопостазляющей каждог гзте 
злемейтов х, ух М /тсчех Ш некоторое дозстоятельное чьсло / т2= 
знраемое 8. мехлу хи у Иц удовлетво овяющох таким треборини: 





ИРИ 3® /х, у / > Олри всех хы у 2 . 
ке __Р ИХ Уи = Овтоыи только в том случее, 202. 
о 


/Ры/ Ру и 
| | ность/; = 
/ р в/ < в 


/:ера венстро треугольнсаа ры 


О 





Т. Введем в множестве К действительних чисел метриху, поло 2. 
РИ, УИ = [х 
2. В любом мноместве мохно ввести лискрет 
гр У =Ощи хуи ХИ =1 праху. | 
3. В мнохестве В) ‚ элементами которого являются наборе 
«х Х. -..- Ж ь. ‘из И. действ цтельных числ, "ЦОЖНО ВЗОСТЕ лек: 


а миа (жи, Уи. м» = 2. 15: о 


—^ 





и, х,><4,..-У-») = (2 ыы ви 


лы (<. ок4а 42) = ре 


о „получен ные метрические пространства мы судем обозначать 
а 


4. Пусть Х - произвольное множество. Введем в множестве огра- 


ничениых бупкций из Хв К метрику, положив . —- 


(№9) = вр (-чбхеХ } | 


Полученное метрическое пространство мм будем обозначать бгр. 

То, что в перечисленных примерах денствительно вкролесвтся 
сройства /Р Р: / - ИР ‚ почти очевидно} исключением является лать по- 
равенство треугольника в пространстве Г. $ это стан ндартный {ант из 
теории евклидовых пространств. 


В. Простейлие понятия | | 
пусть задано ее поостранство М. 
01 /х/ с центром в точее х & М раднцуса & >20 


о а потеть { р = М [РС Ч) р 5}. 











9/2) /У, х/ для всех хну /сныиетиья- 


у.| Это метрическое пространство также обозшахастся ве | 
пзю метрику, поло. = - 


й : 
Ю соответатвенно. = | но 
<о 
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ара. серым 
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и. Аг. 
„оли заморить по Варе 


Розу ЧиМ © 9. елсние 3 

ДоРАтЗЛЬнОсть почек. т 
последователености | те с 90: 
а. почти все /=все, хроме конечного числа / член последоза 

№, ТОО рят, что а ость прелельная точка последовательность г 





з 


2. 9 
в любом Открытом шаре с центром в а, лежит бесконечно много ЧЛЕНОВ 


а #) 


Очевидно, всякий предел есть предельная точка. У пос; 
тельности может бить ев только один предел: если аив- пределы, 


ах в, 10 & =Ю(а, 6) >00 и непересекающиеся шары СИ е (@.) в 
Должны обы содержать почти все членн последовательности. 3 


сли а - предел последовательности х , 


сходится к аи пи ут х = а, последовательность, имсютая по 


’. Называется сходлящечся, 


Подмножество А метраческого пространства 
есля вместе с ‘каждой своей точкой оно. содержит 


в ней: (Ух <4А)(3=>о)(0ш. (= А). 


сз, ©) 
ъ . 
то говорят, что х 
редел, 
назквается открити: , 


т 


некоторый шар с гелтсс.. 


цодмнохжество, дополнение т всего метоического пвостса 


открыто, называется замкнутым. 


и б= Е -р(ха)>О. Тогда 01 560 <= 0 (©). 
шара доказывается О чно. `& 


од / 
са 


Следующая лемма показываст, что наша терминология согласована: 
Лемма. Открытый шар открыт, а закрытый-замккут. 
` доказательство. Пусть Х е ОШ; (а). Тогда р(х. в. < Е 


Замкнутость замккутогоа. __ 


х о Г. Свойства открытых и замкнутых подмнохеств. 


_..Топологические пространства. 


Лемма. Открытые. подмножества метрического пространства м 


обладают `такими своиствами: 
ИОТ/ {2 и М открнтн; 


/02/ пересечение двух / и ‚следовательно, любого конечного .. 


откритих 
‚ числа/ Конечные иноноств ОТарыто; 


/03/ объединение любого. ты ОМеНОТНЕ ОКрНТХ мнохеств 


откркто. 


хе АПВ, тохе Аи /А открыто/ 01 И < А. 
Аналогично‘ = Их < В при О & 
наименьшее из ет © ‚мы имсем 0 с’ Их _- 
Пусть ЖЕ пы ‚ Мнодества Ах и то 

ба ИХ и. открыто и Ш. и = А, для не 


ом и А а 


`Доказательство. От очевидно. Докажем 02. 


Если р и В Е 


пои некотором 5' 


. Взяв в качестве > 


ДЦВ. -окахем 03. 
гда хел, ‚при некотогсг. 


которого Е > 9. 


очевд; а С з 


Вт. а оны 


‚ вместе с некоторым шаром; этот шар должен содержать почти все членя 


°. Не замкнуто и а - точка М\ А‚для которой нет кара Е .@<), Нелехс» ле- 








Фсли Х - произвольное мнотес 
подмножеств Х, ое) й выполнены 
врытыми считать элементы О ‚то 0 
а пара В о) - топологическим глостра 
каждому метрическому пространству момно построить топологическое 
зяв в качестве (С) семейство открытых / в смысле определения из п.В/ 
мнодеств. 1опологические пространстра, полученние из метрических, | 
называются метризусинми. 
Д.Топология_и сходимобть. 
Пусть дано метрическое пространство М. 

‚ * Лемиа Т.Последовательность‘х = Хх и точек М сходится к &ЕМ 
тогда И о тогда, когда любое открытое /в М/ множество, содержащее 
а, содержи У 3С6 члсны последовательности. 

Лемма 2. Множество А<М замкнуто тогда`и только тогда, когда 
оно содержит предел любой сходящейся последовательноста своих точек. 
| Доказательства. Т. соли х сходится к а, М - откритое мно- 
жество, аЕ\/ , то при нуекотором & имеет место включение СП (ак) < М` 











‚ и, раз 0 {(асодерит почти все члены последовательности х, то Е... 


содержит почти все ее членн. Обратное утверждение вытекает из того, 


‚что открытый шар открыт. а 
= 


в. Вусть АСМ замкнуто, х =} — последователегость то. 


чек А, х —>а, а < А. Тогда а ложит в откретом множестве А —ь 


последовательности /так как х —а/, но не модет содержать ни ое 

ного / так как не пересекается с А/. нротиворечие. Обратно, пусть А’ 
ащего в М\А. Тогда любой шар Ш. (а) пересекается с А. т т 
последовательность. х= {х,], взяв в качестве х„ любую точку Ш 1. (@&)П 2 

Тогда х —- а, ХЕ А при всех ке, -& Д, то есть А не содерх то — 

предела сходящейся последовательности своих злементов. =. 

| Эти леммы позволяют определить сходимость через топологио 

И топологЕЮ через сходимость. Из них следует, что для двух метрих 

в ар на одном множестве М условия 


+ 


СЗУ ли не: ооеталимигероекочтетателентььг 5-2 нете 


и : { . г 
а/ классы открытых в метриках гр’ и р, множеств совпадахт 
_ И 0/ для любой ЛВ тедЕНО Та х = {х. | иае м своиства 
о" ВЕ ры " равносильнн № 


эквивалентны. Если эти условия выполнены, то метрики ря на 
‚ именуют. эквивалентними. | . 


ВН 


2 








бах 





> % 








Густь р р: ь ар = два мотричосках проотре. сито. 
Спролелим па мноестве Е. олемонтами «бторого являзтся горе 
< ха при хе м он М, петреку, пол 
„р (хх. Ж4, ву) = таз (р, (х, 44). ь 6.9.) 


Легко проверить, что получено новое мотрическое пространство. Иевно 
так [2 голуча отоя из -——& Друх. онебирлиров {> . одно быхо бы 
сирблельть расстолние 5 Мир И ан (х.ч ож.) 

иле, (х, 94) 5 (х.›У-) 72 - это дало бы эквиволентине метреци. 

В дальнеяшем когда мы будем говобить о метрическом т зостранстве -= 
произведенка, кохно понимать под этим произрол сни 5 Х Ме © л200ь 

из этих мотриа. 

| | г. Попиространства 

Пусть «и, р> - моттычебкое пространство ия Асы. | 

Тогда А степовится метричеслим пространством, зсли расстояние 
ьодду точками Хх, У из сея сявио мехлу ними в & / индучиро- 
азс из М метрика/, виполнение свойств метреви очевикно. 


ОвиВ 
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и .® Торолот: 
Лемма Т. Кпожестро & — М 
когда сно момет быть представлено 

‚ бесконечного/ мнохеств зв 





р пронзгоен 
х Ы. отарыто тогла в тольдо тотжа, 
> зиче объецньешия / возмогно, 
р где Ат ОТАрьТО в Ш, а Ао г Мо 
оказазельстто. доказем вначале, что если Ат Отдриго в Му, 
а Ар - В Мо ‚, то Ах х Ар ткрнто в М: х М>. В самом Делс, есяч 
(ии) Е А,хАь, ОЩ, (а) < А. ‚Ош Са,<Аь, З=тшы (=, =) 
о хА, ИЕ | 

р образом, если А предотавлово в виде объедичения миокесте ВИДА 

Ат х Ао, то око ссть ‘объехигение откритого .мпохоства и, следовательно, 
открыто. Напротив, пусть А открнто. Объединиы все мночзоства зида 

Е ДЕ ^ ИА, А» - отиритые/, вложенные в А. докачем, что получитея 
всс А.“Роль.е получиться не модет. Но и моньшо пе моет: если 
{хуи ху Е А, то сузеслвует & > 0, для которого 0 А: 
= Е / хи х Са: / хо / < А, Осталось взять в НОВ ВЕ т. 7 - 


пары ы:( х) в С ) а 





° Ломка_ 2. Боследовательность < ху» .-., ХХ, У. 
——-—[|ы—ы—ы- > ` у 
‘дочекы хй  Ижеь, уе № / сходится вы хи точно Са 
тогда и-только тогда, когда последовательность Х., Х,»,» +.» 5 


у, сходятся ка ив соответственно. 














<; 


ы ры 
локазотельс 
НОСТИ Ки & точки а зв иетрическом ВОИС А рарносильва ст 
та 


ры 
` 


сь 


ыы 


р т4 ° : т: тя ие | —^ 7 в { \ ры 
лъностн веществацних часел ра) 9. Уст 


дамости последова т ало 
РОМ о 7% \ 
вспомнить, что О << >) = пах (Ры (=, а), Ри. (Ч, 
и что для последовательностее 2. и <], поотрицительных ч.ОЭл СЕОБОЕЕ 
Р„ —> 0 #4, — 0 ‘пах, о С равносильны. 3 

деумЕ Т и-@ ‘показывают, что для опруедолевыи топологан Е 
схолимости/ в произведеныи достаточао ‘зразь топологи» Исходисость 7. 
_в сомножитолях. Это позволяет определить рокЯТЫе промзведений тополо- 
гаческих пространств ир и хо, счатая г, зыцы в Хр: Хр МНЮЧЕСтВО, ив 


г 


лязщиеся объединенными произведении Аз х 4., ГАО Открыто вл, . 


Г.тополотая и сходимость в подпространстее 
Пусть Си, р}. — мотрическое пространство. А - подычожест- 
во м. ВБенем в А индуцированную метрику. У | 
| Лехка Т.иночество ХС: А является ОТкрытЕМ годмнохеством 
‘метрического пространства А тогда и только- тогда, погда л есть вере- 
_ `` сечение с А некоторого некоторого открытого в м ымнодества $.. 
р. Доказательство,  цусть Х=АПУ, У открыто вм. (= 
Докахем, что Х открыто в А. цусть хех. Тогда хеув. : 
ГУ открыто /. прх некотором & > О имест место включение (1. = (Х, м)е\ 
^ Ув обозначение для шпора мы при указание, в каком  проотранотро он 
бе стся/. 
Тогда Ш, А) = ‚ОШ. ое мупА = УпА=Х. | 
Напротив, пусть Х отЕрнто в А. Аля ке 5дой точки ХЕХ 
`кайдем шар оп Ех Их, А/, содер: ащийся в Х. Тогда об ъединсЕЕе ш=РОВ 
Е Их, в / будет откриткы в М. миотеством, пересоченые козосого 
с А - объединение всех шаоов 0: <«) Их, А/- будет сорревлать с х 
Г будет не меньше ‘его, так как все точки ХЕХ в него входят, ке боль- 
ше = так как рсе мары О9Е 500/ х ‚А/ содеркатся в Х /- д 
| Эта лемма наводят ка мЕСлЬ», ввести топологию в подупочестре 
А ‘топологического простренства Т, считая стхрытЕма в А пересечен-я 
С А откритых в $ мнопоств. | 
Лемма &.Пусть (и, р»- метрическое пространство, АС, ха = 
послецовательность точаи 23 А, ЗЕ А. Тогда ‚сВойстРа 
а/ х„ — ав\ 





.“ 


6/ х, — а вАс инлуцированиой метрикол равное: УЛЪЕЫ. 
доказательство ›_. Оба свойства гавносыльни с20:.0235у 
о бя 9. 


. 











ох + 
оо учете т др ту гк 
О АГВТЕР о И .7 те. 8 


А 








ПЕ 







Е. 
Е 
р 
Ра 
к; 
а 
с м 
ЕЕ 


много опоеделений и пох 


о 
ры 
длг лтт Сб т пеапозготтултт речотые раза 
МУ мы сегодня рассмотрим пекотоые дБалиые 





ты, связанные с метрическими пространствами. 
Стоетоление метрическое пространство М наз. свпазобельнь, если сурестЕ7 
ет такая последовательность точек М : 


ХТ» Хо». пля которой любел. точь „= 


предельная. | у: 
иго: В сепарабельно. Действительне, В качестве нужной последовалель- 
ности можно взять последовательность, содетхещую все рациональные чисша. 


= 


Ватиант определения: Пространство М сепарабельно, если нарлется когечеЕое 
или счетное множество $5 < М, которое плотно в М (т.е. имеет непустое-пере=.- 
сечение с любым открытым шаром. Е вы 
Эквивалентность этого варианта исходному, определению почти очевлана: де-. 
ла л построить о имея последоватвльность опоелеления надо вяять в цачест- 
р множество{Хту» Хо, ++. у ; делая построить послеповательность по $ , наго 


взять такую последовательность, в которой каждый элемент $ встречается 0ес- 


конечно много раз. ° _ | | | 
Оказывается, для метрических пространств сепарабельность равносильна пру- 





тому свойству - наличию счетной базы... 


еее 


ь ` Я " 
-. Ош ределение. Семейство В = {8,8 открытых подмнохвств В, метрического 


пространства М называется, базой топологии пространства. М Ссокращенеоььео 


%к 


-М), если всякое открытое множество представимо в виде объединения то ее 


набора множеств из семества В (возможно ‚бесконечного, в частности, несчеть. , 
Лема. Семейство В открытых мнохжесов является базой метрического проста“ 


- ства М <=> пля всякой точки хи \\ отконтого множества, \ , содеохащего х, 


множество В из семейства & ‚ для которого хеВ<\У. = 
охазательство: Т. Пусть В - база, хе \/ . Тогда \ является объедикениел 
чохоств из @ ‚ и в качестве В возьмем то из них, которое содер? --. 
2. Пусть выполнено указанное В формулировке леммы свойство. Докашем, = 
(}.- база. Пусть \ - ‘произвольное открытое множество. Объединим 806 мЕОх8Ст- 
ва из В , являющиеся ‘подмнохествами у . Надо доказать, что получетея всё И. 
‚В самом деле, пусть х - любая точка / . Тогда по услових найцется такое — 





И 
С \ 





ВЕС, что хе В&И; опо является одним из объединяемых множеств. 


..Понмет. Семейство всех открытых шаров метрического пространства и являет- 
ся базой М. (Очевидно следует из леммы.) | ый 
Теорема. Метрическое пространство ‘М сепарабельно <= оно имеет счетнух ба- 


зу. р 
Гоказательство. Г. Пусть оно имеет сметную базу: В кахдом непустом са$5- 


вом мнохестве возьмем по. точке. Получим счетное мнохество Сук ЭТО МЕ 50 196 
тно: любой открытый шар есть объединение базовых множеств, В адом 53 ЕОс 
рых есть точки из. | | | 

2. Пусть оно сепарабельно и$ - счетное плотное подмножество. Рассмотогоа. 
всс шары рациопальных ралиусов с центрами в точках $ . Докалем, ео. 0 ©0= 


_ разуют базу. Пусть х - точка, М- содержащее ее открытое „Множество. Т.и. У 








\ 


мт: рт т ой ибм и { о м < \ 77 А 
откоыто, то „2 рациональное &>0, для о М. Е шаре Пел (8) 
р Ё # 
5 . Е РА ут = ыы 2 у ‹ 
са. т. Шао ОШ 22,03 ) Соленые сх и соо лится в \/ . 


зоваться. о лоымой. 


реме нам потресую 1 ПОНЯТИЯ. ЛОК 





поста, осъединение которых равно М. Подпокрыт тием данного покрытия называетс; 
2005 покуытие, гслучающееся отсрасыванием некоторых множеств (т.е, любое 
ние язляюнееся подсемейством исходного). | 


„Тесое::а Линделета. Пусть метрическов. пространство М имеет счетную базу . 
ии, ч70 10 ие банов, ЕО Тогда всякое покрытие’ м имеет о 


полпокричие. 

Додезательство. Пусть В - счетнья база. я хаздого мно? ества В а, 
ссдерланетгося целиком в некотором мнохестве покрышия, выоерем одно из таких. 
покризаюних его множеств и о(значим его \ . . Доках т что семейство М, [Ве В; 

7 целиком содерлится в одном из множеств покрыт ия +. является исколам подпоЕ- 
рытиеи. Ясно, что оно есть часть исходного покрытия. Докажем, что в ‘объеди- 
вении оно дает все М. Пусть х -. любая точка М. Пусть \ - множество исходно-' 

го покрытия, содержащее Е Тогда Я множество В из В, для кот торого хе ВСУ. 
‚Тогда В целиком содержится в одном из множеств покрытия; значит Уз в 
‘но. и хевс\. Значит, х содержится в иен всех множеств построенно- — 
# 10 сеше ства, > . . - | р 
г. ай ВЫЯСНИТЬ, ЧТО происходит 6 сепарасельн ОСТЬЮ при произведен: АЯ 
И переходах к подпространетву. ыы 


Тена .Произведение ‘двух. сепарабельн нх проатранств сепарасельно. 
`. 2. Подпространство сепарабельного пространства сепарабельзо. ---: 


ыы 


_ Доказательство. Г. Пусть Ми Мо - сепарабельны. 51 И 5, — их Счетные плот 

_ ные. подыножества. Тогда, легко зидеть, $, Х5, в плотное под 861-, 

ВО МТХ` Шо. ; 
ме, Поти я сепарабельно, АеИ — его подиространство с ИНДУЦИЕО.:& 


у 
т 
ви 
Не. 


метрикой. Рассмохрим счетную базу В в М. Докажем, что и А 
является счетной базой. в А. В самом деле, любое открышое в А множество {7 я:- 
ляется пересечением с А открытого в оеса а Мо Множество \М являзься 
‚ обсъединснием некоторых множеств из А. Тогда У ‘является объединеняем их ле-: 
`ресечений с А. ве. ыы | | 


—_—_—_—ц—_—_——_——ы——— 





Задачи к лекции 5. . 

1. Доказать, что пространства ВТ, Л, И ы сепараоельны. Указать в них 
счетную базу. 

2. При каких Х пространство Огр(Х) сепарабельно? | ео 

3. Доказать сепарабельность подпространства сера тЬНО Во ПЕНИ 
не пользуясь понятием счетной базы. 

4. Призести пример подпространства и его покрытия, не имеющего счетного 
подпокрытия. 


5. Построить счетную оазу в произведении двух пространств, если’ задана 
счетная база в сомножителях. 
\ 





‘8. Говорят, что функция $:д>/ удозлетв 


ТТТ ТЯ 


ЕН НА И РА 







ЭРКОЫТОРО МНОохЗства й а не голезтясь ОО ЛЕНЫМИ + 
— 4 . РА ^ = а — > | Тел - 
Нет цу кая СТЬ ны метрическо 38 1 ространстеа аъ гоказать з ято 


Ир. 


Фузкция "расстояние до А", опоеделяется по бордлле 


О, (х) = п Я р(иа)| <. а: | вепреривиа. 


а. что Функция расстолния в метрическом пространстве М № 
хьЛьется непрерывной бункцией из МхМ в та Ё 
4. Густь А,,А. -непересекающиеся замкнутые пормнолества м отохческого 
пространства М. Доказать, что существуют непересэхающяеся открытые 
многества М,; Ч, м: ле соответственно: (Аг — 
/ Указание. Построить непрернвкую вещественную Фунг цию на М, 
‚равную О над: и Т на А, /(. 
ы НУуСтТЬ Е - подмножество метризесхого поостранства М, 
их д — нетрорувнхся / ка А/ бункция. оказат Чо саллесгт ве 
Че а р На — А й т, 
` совпа аЗЮЩЕЯ к. и продоление 7 с А ‘на М/ 
- „ожет ли шпозоотьобй ВЕ мнохэством всех точек =епреоывЕости о 
УЕАЦИИ 7. А-А оз же воп рос про мнодество А-Я. ек опхсать 
»ножоства, ЯВЛЯ 1 1 мнонеством всех точек непререзностя Езкоторых 
сункций? и? 


[въ 


Вх 


7, ‹ Построить непрер--тую, но не равномерно непрерывную бунюно. 


2 т услов: ию Ли и 


с коистантой С, если для всех Х,,%, ЕХ выполнено неравенство 


ь РЁ) „к. < бр) 
Доказать, что любая функция, удовлетворяющая условию Лишенса, 
равномерно Е Верно ли обратное? = 
9. Какие функции 7: ‚'К+ удовлетворяют свойству /(/(х), 2) 2 и 7 


10. . Если Их = непрернвна, то все её сечения / бликцяи 


д: й = Х, и ч 2: у нА, #)/ непрернвны.Верно ли обратко- 


ИР 


„д Т. Чепрерывна ли бу: НкЦИЯ ф: и ее С (А й сопоставляющае числу 


а функцию Я): х к врет е (вк]7 
т.т Существует ли непрерывная функция из круга Д в его граничную 
‘окружность 5 , тождественная на с 
13 показать, что бункция А:ДО 1 * [211—121 всирерывна 
тогда и только тогро, когда функция О Ор (10, , 
опрад эделенез $ ормулой 6 (8/]:х > А, х7 
непрерывна и принт только ЕеЕрЕИЬ значения. 











№ Гл-т к о т ааа р Хх тг х у «т м т «тт? 1" пи <х тете из 
Понятие непрерывной Функции -— пожалуй, одно и3 самых важных в`математико. 


ивептатаныя 


| А.Оп оеделения | 
Т. Пусть Х,У - метрические пр-ва, 4 ;: ХЪУ, ае ХФ. Товорят, что гаги. 
_ в точке а, если ПР $70, 90. . 9 хе ОШ(а) значение # (х) © 08,0 
Формальная записъ: $ непр. ва => (4270) 9 >о (икеХ) ($6) < = 5 С 


{> 
| 





(5/) 
Лезсла Следующие свойства равносильны:  - | То <) <=) 
о непрерывно в а | | 


| для всякой последовательности Ху Хо, + я сходящейся ка, последова- | 
’ тельность. { (хт), (хо) х.з бодитея к р (а). | а 
Док-во.. “а, =) Пусть 4 непрерывно ва; И Ху, Хо... сходится к а. Доке- | 
жем, что + (т) : 4 (хо) зе. СОДИТОЯ К 2 (а). Пусть & 70. Выберем с согласно 
определению непрерывности. Почти все члены Пе ВОТЬ Ху:Хо, «+. лехат 
ы и5<а), поэтому почти все члены последовательности.4 (ху) Е + (х2),... дехвт В 
_0Ш,({(а)). Теперь 6) =2а). Пусть для некоторого < не существует 9 , тресуе- 
‚ мого условием непрерывности. Тогда в качестве ^. не годятся числа И. 
2+ И поэтому существуют такие Хт»Хо,..-»› что $ (х„‚а) < т/к и ® 4х), (а) 
‘2 Е. Это противоречит условию О | 
К Ще Х,У - метрич.пр-ва. Функция . :Х >У наз.непрернвной, если она непре 
_фывна во всех точках Хх. ©. дующая лемма дает определение непрерывости в тер- 
минах открытых множеств. ы | | 
| Лемма. Функция + :Х > ззпрернвна тогда и только тогда, когда прообраз 
_`при [ всякого открытого ми-ва (в У) открыт в пр-ве Х. яч 
'’. Док-во. А. Пусть Е непрерывно, АСУ - открыто. Докажем, что мн-во | КА) 
открыто в Х. Пусть а ЕЁ (А). Тогда у (аЕАи (т.к. А открыто) при некоторо 
й -.70 шар ош, (#(а)) целиком содержится в А. Выбирая ‘согласно определению 
‘вепрерывности, мы видим, что ОШ (Ка) целиком содержится в 2-КА) > 
__Б. Пусть.прообраз всякого открытого мн-ва открыт, аеА, 270% ПрОООБЕВ от 
крытого шара ош. (Ё(а)) ‚открыт ‘и содержит а, поэтому содержит и некоторый шар 
ОШ;(а) ‚ Чего и требует определение непрерывности в точке а. р 
амечая, что замкнутые мн-ва - дополнения открытых и что прообраз доноя- 
‘нения есть дополнение прообраза, получаем такое 


‚ Следствие Функция непрерывна тогда и только тогда, когда прообраз всякого 
| замкнутого множества замкнут. 


Часто говорят о непоеривности функции, определенной не на ВС6м метричес- 

‚ ком пространстве М, а на его полмн-ве А.с индуцированной #3 М метрикой. Ирз 
этом, разумеется, имеет смысл говорить лишь о ее непрерывности в точках из 12, 
так что вопрос "непрерывна ли функция 4х) = Т/х в точке х= 0 ?" лишен смысл 

| О _В. Операиии над непрерывними ПАПКИ яМИ, | 

Т. Сужение. Отметим такой очевидный факт; если 1:Х -У была непр. в точие а, 
то и сужение функции { на подмн-во АХ, содержащее а, непрерывно в а. 

‚2. Произведение. Пусть { т: Х > 71 И фо: х- 72 — две ЕБРЕЗЕБ функции .- 


ева. 














. 








| 
Ух 
В и м й — и | х , п. В р и 
‚‚ Образуем функцию { : Х—> Ух Уо, положив .. (к ею. 44%) ‚т {х)>. Ее мохно 


т мо м а Тат = т2 ; . - : ва тн > ы чет Аг 5 : т 
Галле Декартово произведение двух неноерывных в точде а функции непрерыв- 


> 


Е 


1 
х = — = уу г ЕЯ | еее тт ТЕ 
назвать декартовым ирое звие 
= 





`. НО В точке а. Декартово произведение двух непр.ф-ций непрерывно. 


‚ `Доказательсвво просто и предоставляется читателю.. 
3..Когпозиш | 
_ Лемма. Пусть Х,/2 - метрические пр-ва, {: Х—>У, 9: УЕ. Есля # непр. 





ры имеено 


‘в точке а, а  непр. в точке #(а), то д о-Ё : хк>й (Р(х)) непрернвна ва. 
‚ Доказательство. Пустьё? бу ТЕ мер. в |. (а), то существует такое 7, ‚ что, 
й Ё р й 

8 (ОЩ, (400) < ош,(3 ($ (©))) . Т.к. { непр. ва, то] дутакое : 
2 что. { (ощ;.(а)) < 9Ш „(4 (&)) . Это <’и будем искомнм. ‚„ 

В Г А. А [2 

‚ Из леммы следует, что композиция двух непр. эзеераж. будет непрерывной. | 
Это, впрочем, очевидно, вытекает также. из. определения негрерывности в терми-; 
нах открытых множеств. з | . 
``4. Пример. Как изветоно, функция сложения 2: ® —> `В, сопоставляющея чис- 
’ лам х и у их сумму х + у, непрерывна. Поэтому сумма 4, +, двух непр. ф-ций 
[ли Риз Х в В непрерывна: в самом деле, она есть композиция декартова п о-` 
1 7 Е 
‘изведения Риф, и функции 7. . . 
’. ^ Аналогично можно доказать непрерывность разности, произведения и частного 
.’ непрерывных функций (в последнем случае надо требовать, чтобы делитель не—- 
—`. обращался в нуль). Подобным не образом млано доказать непрерывность всех 
элементарных функций. | | | 
|. ` ЗВ. Равномерная нетоерывность. | Е. 


т 
9 
ы 


|. гавномерная непрерывность является более сильным свойством, чем просто нев; 
‚ : Опоеделение. Пусть Х,У - метрические пр-ва, |. : ХУ. Говорят, что $ равно-. 
о ъ=оно непрерывна, если 220 З “0, что образы любых двух точек, отетоящих Е 
’ друг.от друга меньше, чем на 4”, отстоят друг от друга меныше, чем на 2 о. 
о ботивльная запись: ({ равноменно непрерывна) <==> (МЕто)(5$> 0) ( Ук, к.ЕХ) 
| 42) < = (Фо, 24)) <5). | фе. 
_, В отличие от непьерывности, равномерная непрерывность не является локальным . 
“сзояством = говорить о "равномерной непрерывности в точке" нельзя.. 
_.  Занисывая определение непрерывности (во всех точках) в виде; (хех). 
^ (45>9) (а >) Ех) (3012) <. > $. (264, [2))< 5), 
‘’ м. замечаем, что оно отличается от определения равномерной негр ерывностя 
‚порядком кванторов: вместо 3$ Их, стоит Ух, 39: Всякая равномерно непрернв- 
ная функция непрерывна. Обраное верно не всегда. 


} Лекция 5. Компактность з 


‚ ‘Компактность - одно из самых важных свойств’ метрических (и.не только метри-_ 
ческих) пространатв. | а 


А. Определения | 
Определслие. Метрическое пространство Х компактно, если всякое его покритие 


—— 


имеет ко...чное подпокрытие. 


‚Напомии что: покрытием Е Х называется любое семеиство © от- 
‚крытых под. ожеств пространства 2, объединение которых равно Х. Покритие В 
Ей 


.. ДИТ Ибо. | | 


‚. является пс.покрытием Покрытия о, если всякое МНОдеСтТВОо, ВХОДЯ С В о эко 








ь й | | то, 


Следуолие теоремы позволяют сформулировать определение компактности метри- 
‚ ческого пространства в тефминах сходимости последовательностей. 
‚Тесрс:а: следующие свойства равносильны 


р метрическое пространство Х компактно. 


всякая последовательность точек А имеет предельную точку. 

Предде, чем доказнвать эту теорему сделаем несколько замечаний. 

Т. Свойство (2) можно переформулировать так: всякая последовательность то- 
чек Х имеет сходящуюся подпоследовательность. . 

‚2. Определение компактности, данное выше, автоматически. без измекения пере-- 


носится на топологические пространства. Но для них аналогичные теорсы не 
имеют места. г 
оказательство. (Т) => (2) Пусть х = ху,Хо,... - последовательность 2очек _ _ 





компактного пространства Х, не имеющая предельной точки. Тогда для целой = 
точки аех можно найти открытый. шар \/ а? содерхащии лишь конечное число то- 
чек последовательности х. Шары м. образуют покрытие. Внберем из него 10- = 
® чЧное подпокретие. В каждом из конечного числа шаров подпокрытия ложи ко- 
нечное число членов последоватальности х. Противоречие. | ) 
мои 


Доказательство обратной импликации гораздо сложнее. Два таких показатель . 
_ ства мы сейчас приведем. Попутно мы докажем несколько важных бактов. | 


Б. Порвое доказательство. р 
_‚ Будем для краткости называть пространства, обладающие свойством (2)м-. 
. компактными. (Как мы уже знаем, всякое компактное пространства ®- колшектно):' 
‚ Определение, Назовем метра зкое пространство Х вполне ограниченным, есл: 
’\Ус,>0 конечное покрытие пространства Х шарами радиуса 5 . Другими сло- 
‹ вами, должна существовать “^чечная © - сеть для всякого ©} .(т.е. такое ко- . 
- нечное мнохество $ точек пространства Х, что всякая точка Х отстоит менее,; 





ь 


- чем на $ хотя бы от одной их точек из $.). 
|2 | Лемма_о полной ограниченности. Всякое () - компактное пространство в 
’ -толне ‘отраничено. | | | 
Доказательство. Пусть Х не вполне ограничено (пои некотором 8>0 не су- | 
ществует конечной & - сети). Построим последовательность точек ХХ» + В! 


‚ которой две любые точки будут отстоять друг от друга не менее, чем ла & : 
9 5х)? 6 при мт. Такая последовательность, очевидно, не может иметь — 


сходящейся подпоследовательности. Точку ху МОЖНО. выбрать любой.В качестве 
Хит НУХНО выбрать точку, отстоящую от хт,Хо,...›Хи не менее, чем на 2; 


‚ Такая точка всегда найдется, т.к./хт»хо,...›хи $ не образуют С-сети. 
° Лемма Лебега. Пусть >< - покрытие @) - компактного пространства Х. Тогла 


‹.Н$>0, что всякий шар радиуса б целиком содержится хотя бы в одном 1.3 
` МНОДеСТВ ПОКРЫТИЯ е_.. й 
‹‘` Доказательство. Пусть такого & нет. Тогда числа Т,1/2,1/3,... не годятся 
`. в качестве & . значит, ‚Ч последовательеность. . с Хт,Хо,..., ДЛЯ которон 


`ни один из шаров ОШ бы не содержится ни в одном из множеств покрытия. 


Хх 


= 


Пусть х - предельная точка этой последовательности \/- множество покритгя <, о 
‚. содержащее х, ОШ х) - шар, целиком лехащий в У’, Рассмотрим точку х, носле 
‚ довательности, входящую в 0 (Хх) и притом такую, что Икс 5“ /2(такая ‚< точхо 
найдется, т.к. х - предельшая точка). Тогда шар 02 ИкСхк) пелином сочер- ие 


В. Ох) и, следовательно, в одном из множеств покрытия. Противоречие. 














метри 






Е 










очеща втои 
е я р р 
415 и Е ОТВ а, в 
з и 97 ^^ 
Гл шар - 
№ танно що 
 ы цол ТО: У ре а 
— „<“ ы их 
ирт р Щл т НН ея г НЫ я тТилг то ме > к 
Г 3$ . озменяя МНОЕеСТвВО НОО ОЕ 
эжитеояа мы потлазем о ее РН р м 
ит САС у ва полу часа конечное Покрытие (подпокоытие д). 


Вх „^ У 
Лениа 1. Из всякого счетного покрытия’Ц., №, ,... @ - компактного простраз- 


ства ^ иодно выбрать конечное подпокоытие. | 

лас =“ т ` Г. т т —т ааа = тт” ый < ет АЕ 

| доказательсово. Пусть это не так. Гогде дия зсэкого п З точка хп ие проляа- 
м ^2 


вхацая а, Пусть а - предельная точка последовательности {х.5. 


м 
= 


: к“ множество покрытия, содержащее а. Тогда оно должно содерхать 


сть 
сконсчно много членов последовательности, в том числе с пак, что противо-. 
чит тому, что Хи 4929... Ми, Е: чей 

Лехыа 2. Всякое вполне ограниченное пространство сепарабельно (т.е. изеет 
) счетную базу). | 
‚2 азательство. Для каждого п выберем конечную Т/п = сеть. Счетным плотных 
множеством будет объединение всех этих сетей. 

Докахем теперь компактность (&) -коллактного пространства Х. Но лемые о 
полной ограниченности Х вполне ограничено и‚ следовательно, сепарабельно и 
иумоет счетную базу. Теперь теофема Ликделеса позволяет из всякого похрнтия 

выбрать счетное, и остается сослаться на лемму Т. Второе док-во импликации 

‚ (2) =Т) закончено. | 
м Г. Компактность в инлупиоовачной метрике и замкнутость. 
“Пусть А - подмножество метрич, пр-ва Х. Говоря о компактности А, мы суд 





и 
“-- 








' ‘иметь в виду компактность его как метрического пооатранства с индуЦирогекгэе”. 


из А метоикой. - | — 


Теорема. Компактное подмножество метоического пространства замкнуто. (А) 
замкнутое подмножество компактного пространства компактно. аа 


` 


`Эта теорема устанавливает связь межу внутренним своиством пространстве --— 


компактностью - и его замкнутостью в объекллющем пространстве. с, Ею 
гоказательство. - Лема. Любое метрическое пространство - хауслоотово. 


. топологическое пространство наз.хаусдотосвым, если для всякой пары его то- 
чек х и у существуют непересекаюциеся откритые множества, содержащие а. 


Показательство. Очевидно: в качестве искомых мнодеств достаточно взять пары 
радиуса 1/3 © (х,у) с центрами в хи у. 
Итошия образом, лемма утвердщает, что всякое метризуемое пространство - хаус 
дориово. | | | ам 
Теиерь докажем (А).Пусть К - компактное подмн-во метрич, пр-ва м, Н8 я: 
лязщесся закнутым, ае М\. У в<К выберем по лемме непересекающиеся откуЕ- 
тые мнодества / зи Ив: содерхащие в и а соответственно. Петесечения АЙ х 


образуют откритое покрытие К (с индуцированной метрикой). Выберем из его 
кокечное подпокрытие \у (1 К,..., 4, Й К. Каддое из этих множеств не пересе- 
кается с соответствующим М. . Значит, их объединение - все & - не пересе- 


аа м 






С -. я ”. . 
кается с открытым множеством М, п Ме, п... В М, , содер гм а,и, следователь | 


но, точиа а - внутренняя. | а и 

пмкахом (В). Пусть = - замкнутое подьнохество компактного по-ва К. поха- 
жет коснактность 2 . Пусть дано покрытие| (( Зпространства рол ее = 

ее г о =^ут тг ут Е 

мнолествами. Каждое из- них ((4,) есть перосечение с некотрого откритосо - 

К мнохвства. ть множества \/,, дополненные откритым множеством КУ, ода - 

Ты кА тр 4-5 ЕЕ 

ют покрытие К. Быберем из него конечное подпоконтие. Вибрасивая из кого \^° 
ли нуно) К\ 2, и пересекая каждое из мн-в © >, получаем искомое консчное 


покоитие. 





| 


ь 


вы 


` Теорема 


°. 








н- 
м 
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Д:; Компактность поопзвеления 


а. Произведение двух компактных метрических пространств компактно. 


5 
О 


ы 








Доказательство. Эту теорему проще доказывать, пользуясь определением компак- 
3 птх р ра тд тт % тат тг т тп: И а Трх т. ут Бы в ЕДЫ ии р 
“Тнобты в теоминах схолящихся последовательностей. пусть А,У - компактные в2о- 
:. у щ-едт _ Аи тт! тя“ М т Ал 7+ 
остранства ХхУ. Т.к. Х - компакт 


в: Ра — с 5 па ттт а па т 
Гстранства, = - последовательность точек но 


динатн которой образуют сходящуюся последовательность точек Х. 






р < = 
> жд зд 


но. то т этой последовательности есть подпослеловательность ? ‚ первае вооо- 
‚ РА ее 5 
1.К. у вошад- 


| ТНО, ТОУ ? есть подпоследовательность ИУ которой вторые координаты 


$ 


также схолятся. Последовательность У и будет искомой подпоследовательностью - 
последовательности ос. р | Л 


Е. Компактность в Ви. 
Теорема. Подмножество Ас В компактно (в индуцированной из [ВИ метрике) <=> 


` оно замкнуто и ограничено. 


Замечания. Т. Ограниченными называются подмножества В, содержащиеся в не- 


` котором параллелепипеде (произведении отрезков). Эквивалентное определение: 


М ограничено, если и (х,у) | Х,УЕ м} <. 


-2. Мы не указываем, какая именно из трех рассмотренных выше метрик ВИ уме- 
ез_д в виду, т.к. они эквивалентны, и следовательно, понятия замкнутости, ком. 
пактности не меняются при нереходе от одной к другой. (Это относится и к ог- 
раниченности, см. предыдущее замечание. | 


Доказательство. Пусть А - компактно. Тогда оно замкнуто (см.п. Г.). Чтобы . 


доказать его ограниченность, рассмотрим‘покритие его открытыми множествами. 
Мо = АП 01 (5). /Здесь б = (0,0,...,0)/ Так как <<... ‚ то наличие 
$, 


и 


конечного подпокрития означает, что Ас. ,. при некотором п. Поэтому А ограни 


' чено. - 


НУ. 


Обтатно, пусть А замкнуто и ограничено. Как известно из стандартного кур 


‚ са анализа, отрезки компактны, значит, компактны и параллелепинедн (п.Д). 05= : 


ве 


‘тается сослаться на теорему о компактности замкнутого подмножества компактно-. 
то пространства. ха ЗНА 


Задачи к лекции 5. | = 
Т. Поконтие ®ё пространства Х наз. локально конечным, если “хЕХ Ч откры-! 


‚ тая окрестность этой точки (= содерхащее ее открытое множество), пересекахще-: 


е’ ` лишь с конечным числом множеств покрития. Доказать, что всякое локально 
Козечное покрытие компактного пространства конечно. 


2. Действительная функция 4 на метрическом пространстве Х наз. локально от- 
раниченной, если у хеХ З открытое множество, содержащее х, в которой 4 ©г- 


раничена. Докажите, что локально ограниченная Функция на компактном простран-. 


‚ стве ограничена. | | 
‚ 3. Пусть Х,У - непересе еся компактные подмножества метрического простран: 


ства. Доказать, что © (Х,У) = и-ИЗх,у)| хех, уеУ $>0. Можно ли ут-: 
верждать это, если Х и У предполагаются замкнутыми? А если одно замкнуто, 
а другое компактно ? 


4. Будут ли пересечение и объединение двух компактных подмножеств одного про- 
странства компактными ?. - 


° 5. Подмножество А метрическогоъпространства М компактно в индуцированной мет-. 


рике тогда и только тогда, когда для любого семейства открытых в М мно- 
тоств, покрывающего А, существует конечное подсемейство, такие покривающее 
А. Доказать. | 

= Доказать компактность произведения счетного числа компактных пространств 
(введя предварительно подходящую ме трику). $ 


` Это &^и будет искомым. 








А. Образ компакта. 





а: ТЕ } а 2 : 2 ета р : а 
Теотего. Шусть /; ХУ - непрерывное отображение метрических. пространств 
р У ИЖ * - . 5 г =; ия вы з 
57 и р 9 ут 4 | аи < На 1% еек 
- компактно. Тогда множество 2(Х) = 41(х) | хеХ (образ 7 ) компактно 
= д } ' 2 9 
. 7] о 


и метрике). | | 
чтАп т< = я ре < - т мя < < ьа т < у 
усть сначала У = (Х) и нужно доказать комнактность У. 


а $ ‚\ в. — : 
Пусть {/4- покрытие У, Семейство (Му: = 4—1 (16,) состоят из открнтых 


множеств (= непрерывно) и покрнвает Х. Т.к. Х компактно, З конечное под-. 
покрытие 4 М, Ма... М Тогда Г те а: и, ©- искомое коначное под- 


покрытие У. Случай У = $ (Х) рассмотрен. Общий случай легко сводится к нему: 
нужно рассмотреть + как непрерывную функцию из Х в $ (0: =. .! 


Следствие. Пусть 4; Х ->У - непрернвная ф-ция, А = компактное подмн-во Х. . 
Тогда # (А) - компактное подмножество У. ВР 


Доказательств °. Применим теорему к сужению р на А. 
Б: Пействительнне функции на компакте. 


Теорема. Любая действительная ненрернвная функчия на компактном пространстве: 
-МЕ принимает наибольшее и наименьшее значения. . 


Доказательство. Воспользуемся теоремой п.А и следующей леммой. 


Лемма. Всякое компактное подмнохество Хе. имеет. наибольший и наимень- 

| ший элементы. . | | 
оказательство леммы. Как доказано в предыдущей лекции, Х замкнуто и ограня- 
‚ чено. Значит э%7Х И 5чр Х (ограниченность), которне принадлежат Х (замкнутося 
`’ Теорема доказана. в "а =. 


В. Непрерывное отображение компакта замкнуто. 


_ Товорят, что функция ? : ^ ->У замкнута, если образ любого замкнутого под- ‹ 
’ миссоства Х при функции { замкнут в У. Если +4 взаимно ‘однозначна, то зам-: 


кнутость :/ , очевидно, рг...осильна непрерывности -{ ^^. 


Теорема. Если ?: Х >У - непрерывная функция, а Х компактно, то $ - зам | 
та. 
Доказательство. Если А замкнуто в Х, то А компактно, поэтому 2 (А) ком- 
пяктно и, следовательно, замкнуто в 9. ыы 


Следствие. Непрерывное взаимно однозначное отображение @ компекта Х ка 
пространство У есть гомеоморфизм. (Гомеоморфизм - такое непреривное взаимно 
однозначное отображение, обратное к которому также непрерывно.) 


_ Доказательство: раз 2 замкнута, то. В непрерывна. | 
Т. Теофема Кантора о равномерной непоернвности. 


Теорема; Всякая непрерывная функция на компактном пространстве равномерно | 
р непрерывна. : 
Доказательство. Пусть Х компактно, | Х >У - непрерывная функция, 670. - 


У хех выберем щар \х, в котором ф-ция отклоняется от своего значения вх: 
меньше, чем на $ р (Если х и у принадлежат одному \/»=, то р(# <), #9 < © .). 
Шары Укобразуют покрытие пространства Х. Применяя к нему лемму Лебега, ка- . 
ходим такое 4“”>0, что любой шаф радиуса @ содержится в одном из множеств». 








| 












Залачи к лекции 6. "РР ия ь - | 


Т, Дайте другое док-во теоремы п.Б, используя локальную ограниченность непр.. 
ф-ции. . 
2. Пространства Х и У гомеомороня, если 3 гомеоморбизм е :Х >У. Какие из 


о татаииьлтьиь 


пространств [0,П, %, 0, Ш, А”, 9+  гомеоморфны друг друту 7 

3. Показать, что в следствии из п.В условме компактности Х существенно. = 

4. Построить негомеоморфнне простракства Х и У и непрерывные взаимо огло- 

- вначные отображения $ {Х-Уи 41: 7 ->Х. Может ли Х или У быть кон 
пактным ? ы ое ет 


1-4; тис 95ычной метбикой. 


} 


ЕЕ: 0% 











тит то тео 4 
ВТ » ВАЛУ 





етрического пространства позволяет доказать схода 
е зная её предела заранее. Именно такая ситуа 
хотим показать сходимость ряца/> = тоеоте 
ности Я 2, 57 /я тем самым определить число 
Я = : 


сельность х,,х.,... Точек метонческого пространстра и БООНЕЗЕТОЕ 


‘- ета тои та вот п 2: зу = т платят вЫ поем. 
7: ЗИтОЛЬНОй . если пля всякогое > 0 сугоствует шар радия аз ) бсоларледи: 


[5ч":2 роге члены последовательности. Е Е. 1“ 
Лемма. Послеповательность Х/,Х.,... бундементальна 1чттк/>0 ИДИ, и 22 
и) 

Д-иРо. просто и предоставляется читателю.5та лемма показнвает, что Тунделен- 
тальность последовательности зависит только от расстояний межгу её члеЕест. 
Очевидно, ьсякая сходящаяся последовательность фунцаментальна.Простраст?о 4 
назнраелеся полным,если верно и обратное :з;всякая фундамектальная послёдоде- 
тельность сходится. к | 

Примеры. Г.пространство 4х полно. 


= 


5. Интервал зо.4г с индуцированной из метрикой не полон /последовательность 


\.4/..У,. . бундаментальна,но не имеет предела/, /- атели у 77 


Пространство & с метрикой о. У) .|алиех не поло :последователькссть 
1’, 2,ъ.. фундаментальна, но р сходится./Это прост-рво изометрично пр-ву 


Замеч.Примеры Г и 3 показывают, что замена метрики на экзивалентную может 
нарушить полноту.Таким образом, полнота не явллется тополо-тическим свойст- 


‘вом,то есть не может. быть определена в теоминах Е открытых множеств. 


Иными словами, полное прост-во можетбыть гомеоморфно не полном» 


‚ Б.Лемма о. вложенных. замкнуйтых множествах. 


Пазовем пиаметром множества А /лехащего в мезрическомя пространстве/ число . 


фань (И) = 5ир РОМ уе /ИВозыолно, что Ед «саит СМ < т = 


Е: 


Дез“а Пусть Х-полное пр-во,А,>А„>...-последовательность непустых замкнутия-=- 
МЕОДОСТВ И 444. ( 4 )>0 [в частности, почти все сем ( ес 1 конечны/. (1 
Тогда Ая ее | о к 
Гоказательство: Выберем в каждом А; по точке: пусть х; < Ас. ЕВ 
Фак как СА;)>0, то последовательность ``” фундементальна. Ве, 
Так как Х полно, оно имеет предел & „Тля каждого © члены последовательнос-. 
ти ^^: ‚начиная с п--2о ‚принадлежат А „поэтому @е А„, при всех и. . 


3. Теооема  Бэра 


‘цусть А-подмножество метрического пространства Х.Оно называется нигде и? 


плотным, если для всякого шара У существует шар, содерхащийся в\ и == 

пересекающийся с А. /Эквивалентное определение получится, если считать Ма 

не парами, а открытыми множествами/. ——- 
Томма. Пусть А замкнуто. Тогда А нигде не плотно таттк Х\А всюду 


плотно. = й , ы ы ры 
Гоказательство. Если Х\А№ всюду плотно, то во всяном шаре\ есть точка, ие 


лехащея в А.Чтобы найти шар\/, воспользуемся замкнутосзью А. Обратная и^- 


пли капия ОЧвиТИ . . 
Теорема Бэра. Цолное метрическое пространство не может быть представле 


в вине счетного объецинения нигде не плотных множеств. 

Доказательство. Пусть Х-полное пространство, А: <хХ - нигде не плотные 
множества. Найцем точку @ ‚Нележащую ни в одном из А.. Построим последове- 
телзность вложенных замкнутых шаров 3.2 3\,> .., с такыми свойствами; 
Т/ /радиус 31;., / < И/радиус зыщ/ Не 
2, Ши = в Если это будет сцелано, то общая точка ®— всех этих 
шаров и будет искомой.А построить такую последовательность легко: Зе. модно 
взять л2бое, а при выборе 24 воспользоваться нигде не плотностью Аг, 

Г. Полнота подпространств и произведений. | 
_Теопема_. Т.Если А<Х и А полно / в индуцированной метрике/, то А замкнуто 
в 22. Если А-замкнутое подмножество Хи Х полно,то А полно /В индуцировав 
ной метрике/. = _ | | о | 


а Зе <. их %т. -г нь чт 
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Воли последова 
на, значит. 






ность точек из А ‹ 
: а х 





последовательное: 
т 5 г 


СИЛУ ЗАМЕНУТОХ 



























ггг Чт 


8полное, 


В 
ы покажем, 


ум 17 за таг 
го чезакну" 
м“ 


ва можно полу 


= 


следующем пун: 
Пополнения. | 
Мы докажем, что всякое неполное пространство есть всюду плотная часть 


ПОЛНОГО И ЧТо это полное пространство строится однозначно. Эта мысль мо- 
жет быть выражена так: 


Определение. Пусть их отображение ОХ пространств. На- 
`если 








х 


я Р В 
остран 





зовем его пополнением пространства ‚.е - изометрия (р(®9н) 
=р (5, хо) для всех о, хех); (2) \ полно; (3) #00 плотно в 9 ° 


Теотема Т. Пополнение существует. я. Пели РР: Х-Ъу - пополнение, 
8 $ Х> = - изометрия и 2 полно, то существует и единственно отображение 


:\-— 2 для которого диаграмма коммутативна, то есть х У 
4? =9. 3. Пополнение единственно в следующем смысле: >: А 

если $: х-\ и: х-у, — пополнения, то существует взаимно- 
однозначная изометрия, делающая диаграмму коммутативной. х > 
\ 


Поскольку эта теорема нам почти не понадобится, доказатель- 


_ ство будет кратним. ь”\, 


оказательство. Т. Будем назнвать расстоянием между фундаментальными 
последовательностями а=(@., 20...) и 6 =(6.,6,._) Точек пространства Х число 
т Р(а:, 6;) _. Сон существует в силу фунламентальности последовате- 
лопостей х и 6 и полноты ® ). Это расстояние удовлетворяет всем акси- 


` омам расстояния, кроме одной: возможно, что р(а,6]=0 при а + 


Отношение р(о,6) =о есть отношение эквивалентности, и на фактормноже- 


``стве классов эквивалентности по этому отношению возникает структура мет- 


У х 


 рического пространства, которое мы обозначим Х’. Это пространство пол- 


но (набросок доказательства: пусть сх", „*... - фундаментальная носледова- 
ТАТЬНОСТЬ ТОЧек Хх’ ; можно считать, что’. РНЕ Ш Па кз . Выбе- 
рем в кахдом-клелсе „‘ по представителю а. _МОЖНО ‘Считать, что р(а: 


> ь ! я. 
‚#9522 при к2о’: Рассмотрим последователейость дё . Клас эквизаечт- 


ности, её содерх й, И будет пределом послеповательности = ыы 

Пространство (Х изометрически вкладывается в Х’: каждому се Х соот- 
ветствует последовательность х,х,,., (точнее, содержащий ее класс). Легко. 
ПОНЯТЬ, ЧТо образ Х плотен в. Хх’. | 
о» ПУ ЮУ а пополнение, р. : Х > & - изометрическое вложение в 
полное пространство. Нам надо постройть функцию А:\у-2. На множестве /(х» 
функция А определятеся оцнозначно: А (+) =9(#-'(4)) и является изомет- 
рией. Остается воспользоваться следующей леммой: я 

Лемма. Пусть АД, В - метрические пространства, А полно, АА - 
всюду плотное множество, #: А’ В - равномерно непрерываая функция. То- 
тда существует единственная непрерывная функция 2: А >В , прополжаю- 
щая (совпадающая с # на А’ ). Это продолжение равномерно ненрернв-. 
но и. ется изометрией, если была изометрией. 

оказательство леммы. Пусть ое `А,а,, Я... - Послервательность то- 
чех А’ ›‚ сходящаяся К д .(Такая есть, так как д’ всюду плотно.) Роли | 

— требуемое, то #(а) - ит #(аг . Отсюда вытекает ецинственность. : 

Докажем существование. Так как Я. ‚ Ч9г,... - Фундаментальна, а # тэавно- 


мерно непрерывно, то #(а.), #(о.)... Ффундаментальна и имоет предел в силу 
полноты . Этот предел не зависит от выбора последовательности @,, а, . 


Его и надо взять в качестве (а). Получаем искомое продолжение. Утверх- | 
дение о равномерной непрерывности # предоставляется читателю. Если 
изометрия, то РО, РУ)) = @м ВО» а р те 
(Здесь 5, Х СА, Х:, 9: - сходящиеся ке и и послеповательности точек А. 
3. Третье твори теоремы бактически”вытекает из двух первых. 
Пусть # и {, - пополнения. Тогда существуют #, И ф, , делающие 
диаграммы _ | 








в 
+ 


коммутатиявными . 
к. 


Аи 


ф— 
| 
< — 


г 


т т что они взаимно ты тны. Это вытекает из коммутативности 
У 


х ‘ов м | Хх =. у тоддест- 
9 л, ры венное 


й в. Полнота, компактность и полная ограниченность 


Теорема. Метрическое пространство Х компактно тогда и только тогда, когда 
оно полно и вполне ограничено. 





Лок-во. Мы знаем, что компактное пространство вполне ограничено. Докахем, 


“- что оно полно. Это вытекает из следующей леммы. 


Дема. Если фундаментальная последовательность имеет подноследовательность, 
<> сходящуюся к а, то она сама сходится к а.. 


`Доказательство леммы предоставляется читателю. 


ОВС исг) Назовем ‘замкнутое подмножество А пространства Х плохим, ест 


Осталось доказать, что полное вполне ограниченное пространство Х компактна 


4 


‚не существует конечной части покрытия › покривающеи А. 


_ Лемма. Если А-- замкнутое плохое мнохество, в 20. то существует. замкнутое. 


/ 
плохое подмножество АСА, диаметр которого не превосходит ©: 


. Доказательство. Покроем Х конечным. числом замкнутых шаров вере ВУЗа 


Перееечение. ‘одного из них с.А и будет искомым. - Г 
„Согласно ‘прерноложению (см. снеску) Х - плохое. Возьмем плохое замкну- 


`тое подмножество А- < Х диаметра не более Т, затем плохое замкнутое ЛО Ат 


ты плохи Полученное противоречие доказывает “компактность у 


диаметра не больше 1/2 и т.д. Последовательность замнкутых плохих мнойеств. 
Ат? А22 ... с0. стремящим я к 0 диаметрами имеет общую точку а. Так как 


“ =“ о, то некоторое открытое множество “ из ПОкаытия «< содер- 


хит а. Но тогда оно содержит целиком некоторые из Ах, что противоречит тому, 


1 





и) Перед определением пропущена а Пусть = - покрытие пространства Х, 
не имеющее конечного подпокрытия. 


--й 


жи 
Же. 


о ав а о с о анты би ФЕ 


и 








—- с Лекция 8. Элементи топологии. 
Поет ОЗС ВЫ Се Вона ЫЕВАЕЬЬ ьО 


И В этой лекции мн не будем стремиться к строгости доказательств 
’И даже к точности формулировок; будет достаточно, эсли у слушателей 
возникнет наглядное представление об излагаемом предмете, 
_— А. Гомеомосфизмы. 
Напомним, что отображение Ч: Х —*\ называется гомеоморЪиз- 
_ мом, если оно взаимно однозначно и отображения Ф и Ф^* непрернвны. 
’При гомеоморфизме открытым подмножествам пространства `Х соответ- 
ствуют открытые подмножества. пространства у ‚ поэтому с точки 
зрения топологии эти пространства неотличимы. Желая дать определение 
предмета топологии в одной фразе, можно сказать так: топология есть 
наука, изучающая (топологические) пространства с точностью до гомео- 
морфизма. в 
Теорема. Пространбтва К и 2? не гомеоморфны. Ю 
Для доказательства нам потребуется новое понятие - линейная связность. 
°Б. Линейная связность. 
| Назовем путем в пространстве Хх непрерывную функцию 
‚У: [0,4] — Х .. Точки (9) и 94) называются началом и концом пути 
У . Точка А ‚В ЕХ назовем линейно связанными, если существует 
‚ путь с началом в А и концом в 8 4. Линейная связанность является 
отношением эквивалентности (проверьте!), поэтому все пространство = 
разбивается на классы эквивалентности, называемые линейно связными- 
`компонентами. Пространство называется линейно связным, если такая —^— 
компонента-одна, то есть если любые две точки линейно связаны. ва. 
° Лемма.А. ® МО! не линейно связно. - | р 
5. №’ `{0} линейно связно. > и 
Утверждение А вытекает из теоремы о промежуточном значении, утверж- 
^дение Б очевидно. 5 | а 
Теперь мы можем дать а | 
Доказательство теоремы п. А. Пусть ф:>К- гомеоморфизм, #Е [ра 
— произвольная точка. Тогда Ф осуществляет гомеоморфизм между. 
[4 “< {@) и. | 4% (=)} ‚ что невозможно, так как одно из этих 
‘пространств линейно связно, а другое нет. р. | 
`На самом деле |” не гомеоморфно ®^ „ если МИ у; однако 
доказать это трудно и мы ограничимся случаем 15 м, и <3 . Негомео- 
морфность К и 3 доказывается аналогичным образом; сложнее обсто- 
ит дело с негомеоморфностью Ви №?. Чтобы доказать ее (даже не- 
строго), нам понадобится ввести ряд новых важных понятий. | 
В. Петли и гомотопия. | 
Назовем петлей в пространстве Х непрерывное отображение 
и 5 Х (здесь через 5^ обозначается одномерная сфера, 
то есть окружность). Петля называется постоянцой&, если ое образ соб- 
тоит из одинствонпой точки деХ. Назовем две петли $ и {а го- 
мотопними, если существует семейство потель у (0557, непрерывно меня- 








ных 





 ющихся в зависимости от & ‚ соелиняющее ай У ‚ Болае т 
Пусть А = произвольное простоанство, Ото0 ражения в АХ и 


_бражение Е: [9,1] хА —Х , для которого а 
с 
пией (между № и М, ). В случае А= —_ ВА определение 


гомотопии петель. Нетрудно видеть, что отношение " [т гомотопно 3" 
является отношением эквивалентности. 


в. мото в 8 *\4 9}... 


та 
Ао 


а 
очно, 


Р.:А —Х называются а. эсли существует непреревное ото- 


1, @) = #2.(“) — при всех о. о отобр: 


© 
т 
ы 
Я 








Гомотопиая, | : Гракуити $ ноств. 


Петлю назовем стягиваемой, если она гомотопна постоянной. Про- 


‚странство назовем односвязным, если всякая петля в нем стягиеваема 


[а 
Теорема. Пространство [< односвязно. 


Доказательство. Пусть $4 - любая 


петля, `Х - петля, тождественно 
равная О . Тогда семейство 


ее Е с. (2). 





О . бе | — | фсразует. ПОПАЛО: |2] 
- Пространства, 5 >30}, ®* 110} 


а т 5- о - ОКруЖнООтЬ В. 2”, через ©” = сфера в Р> 
Теорема.Т. Пространства 5 о а “о}односвязнн. 


‚2. Пространства 5° `и ®^ {9} не односвязны. 


`Локазательство. Покажем сначала, что 


односвязность пространства К? \407 
} и односвязность пространства 5 
г. у легко следуют друг из друга.. Рассмотрим 
отображение Л: 2? 407 —. 9А——- 
проектирующее все точки луча в точку его пересечения со сферой. 
Лемма. Пусть | - петля в [^?40}. Тогда петли У и Пьу. 





‚ Локавательотво. НОСТИ, для каждого 
М>1 отображение лм : К? `40} с 2? . 
и В и. 
< р(м, 0) < 
С в нением а. 9 аи шар 
_ радиуса > и скимающее висшность 
°. шара радиуса” И’ в И" раз. 


Меняя М от 4 до достаточно большого числа, получаем семейство __ 


петель ХЛ м°$. ‚ образующее гомотопию между И и Л у. 
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‹ Гомооморйно. 
о 





== по 
49» 
ГЕ = 2% | ь и 
Пусть теперь › односвязно, › аа 0 Пе 
р Ува Я вели 2 1: ША ата д 
1 - ы 22. 
гомотопна. петле Йг/ , хоторая стягизаема в 5“, и, значит, в 
> Е з 
7-х р АИ: и Нет ы ао ро 
т начит, { ПЕН НО хратно, пусть № а О ОДО 
5 7 
связно 2 _ петля в < = гествует г сел. 2 а 
А 9 й 4, ее 14 2’ ем ОО 5 опия о & = 
т ЙЕ к а | ыы 
В ’^10у ) между $4) и постоянной петлей х. . Торда петля 
} 2 
я А ^ ^^ ЕЕ 
С? 6 образуют гомотопию (В 9: между Ио (4 = 62 И ПОСТОЯЕНОЙ 
ь а 


петлей 779 №... 
Подобное рассуждение применимо и к пространствем 2^\ о} и о | 
Теперь осталось доказать одпосвязность опного из поостранств @* т | 
и 5” и неодносвязность одного.из пространств РИ 5 > 
Этому будут посвящены два. следующих пут та. 
д. Односвязность 52 В | 
о 


- Пусть $ - петля в Нам надо доказать, что она стяги- 


ваема. Рассмотрим два случая. 

Т. (Нормальный случай.) Образ 
Тогда существует точка. 
нащу петлю по лучам к точке ий , 

о ь 


`\ не совпадает © я 

‚ не покрываемая у, И можно стянуть 

диаметрельно противополохя! ой, точко 

2. Иными словами, у’ лежит в $“ 4х} 

а 5?\4=} гомеоморфно В“ и, следова- 

тельно, односвязно. 
(Патологический 


2. 





случай.) Образ у 
есть 527 . В этом случае мы построим петле, 
гомотопную У и не покрывающую всей 

сферы. Тем самым мы сведем дело к поедыдущему случаю. 
Лемма. Если петли т и $4 на сфере таковы, что ни при каком. 
точки (®) и $129 не противопололны, то. бя я 


ры 
‚.Локазательство. 


Семейство У ‚ образу- 
ющее гомотопию. таково: чтобы найти уе(>). 
соединим (5) и (9 кратчайшей дугой боль. 

шого круга (по предположению таковая едини- 
ственна) и отложим от 7 (26) часть этой 
дуги, относящуюся ко всей дуге как о 1. 
Теперь для каждой петли можно найти олизкую к ней, составленную 

из отрезков больших кругов, 
разбив окружность на много 
частей и соединив образы то- 
чек деления дугами больших 
кругов. Остается воспользо-. 
могут быть диаметрально вротивопо- 


о = 


©. 
мотопны. 








{т - 


не 


ваться леммой (близкие точки 
_. и тем, что конечное число дуг больших кругов не может нокрить 
_ всей сферы. Нор ИОет 57 довазапа. 


+ 








р : 
та тт Ре а х Е} ие м Е О 
Е. Цеолносвязность И“ 19, О 
` - ве 
| ы ЧЕ т ПТ. т { 2 и 
: ИМ пелов число и й $] $ 





ис 


‚ - Завное часлу 009 






нуля, созершаемое точкой У 
В то время как х обходит окрул- 
‘ность. Точное определение индекса. 
требует некоторой техники (напримоъ, 
накрытий); мы его давать не будем. 


яе 


лай Ти тех ттаептте 
ола . пелх петь . и 





ее 
{а ГОМОТОПНЫ В К^\3о}, то 

и(5е) = (УФ. 

"Доказательство" Пусть {+- 
гомотопия. Тогда число ЯИ(бЕ) 
меняется (при изменении ТФ ) не- 
прерывно, оставаясь целым.” Значит, 
оно ПОСТОЯННО. 

Так как индекс постоянной петли равен 0, получаем 

Следствие Г. ®2\40} не односвязно. | 
В самом деле, любая петля ненулевого индекса не гомотопна постоянной... 
Аналогично выводим — | | 
| Следствие 2. Тождественное отображение 5 в 51 - петля, не 
гомотопная ПОСТОЯННОЙ. рр ИЕ И" ы ре 

‚ ‚ Таким образом, мы доказали неодносвязность В Чаи $° . бл" 
‚ довательно, ®*\40} и №*`{0} не гомеоморфны. Значит, 5” и |р3^ также 


не гомеоморфны. . | а 
Опишем теперь еще два приложения введенных нами понятий. & 

Теорема Брауэра о_непо виной точке. 

ый Лема. Не существует непрерывного я 

отображения круга >= в.его граничную ок- 

ружность $ Р. ‚ тохдественного на границе. 





Те © 
Ж . 





^ 





51 








оказательство. Если Е - такое отобра- 

х жение, то семейство петель $, : => Е(&>х) 
бе. „© = (Е до, 2 о осуществляет гомо-, 

` топию между тождественным отоброхением 5 

в себя и постоянной петлей. д | } 
Теорема Брауэра. Всякое непрерывное отображение 


в себя имеет неподвижную точку (то есть существует ХЕ 
которого б(х)=х ). ы | | 


2) 


переслених Ка 
Иж 6 в оКРУННСОГЕО | 


_2 
С- круга 0 
2 
‚› ИЯ 





Показатольство. Пусть  С` - отобраление, 






не имеющее неподлиямной точки. Тогда оисугот 
корректно определяет непрерывгое отображение 
ри 


Е , пореводящее 2 в $ и тожждее 
ственное на и 

















ооходящую вокруг 
. Те образ ть ее брт петлей в 
. А^\о —, которую мы обозначки 9% . Потия 
стягиваема, значит, и петля в стягиваема. а Р к 
гомотопии). Значит, индекс И(А) петли @» ровен 0 (при любел 
К ). Чтобы придти к желаемому противоречию, осталось показать, что 
при больших А индекс и(А) равен степени многочлена Ра "(А)=И.. 
Можно считать, что сТарний коэффициент многочлена равен Ти он, 
следовательно, имеет вид: Р(2) = в" + Ри... (а) 
При больших ||‘ первое. слагаемое доминирует и, в частности, 
| Ри. (=) < |2“|. Когда а обходит большую окрухность Ур. 
2“ обходит и раз окружность радиуса 2“; а Р(2) двигаотся 
пеподалеку и, следовательно, также делает и. оборотов вокруг пуля 
Более точно, петли Р,° Хе ‚ где Р, (2) = 2“ +. Ра т г ода 
образуют гомотопию (в В? {0}, так как [+«.Р...(2)| </=”“] и 
Ре С®) Опр [8]-К) между 4» и петлей индекса # . Значит, (А) = 


течи. Не 


Е 
при больших . И, . Противоречие. Основная теорема алгебры доказана. _ ; 





_`° ТГ. Гомеоморфиы ли пространства [0,4Ё и ее ® _ ый 
2. В множестве всех прямых на плоскости, проходящих через 0, моно _ 
ввести естественную метрику о Чему гомеомороно получающееся | 
пространство? | | | | 
‚3. Может ли компактное пространство быт о некомпактнол/" | 
Может ли полное (метрическое) ооо ВЕН во быть гомеомороным непола- 
му? Может ли вполне ограниченное (мет ее. пространство быть го- 
о не вполне. ограниченному? 

д Рассмотрим в ®> ‘три поверхности: боковую поверхность цилиндре, 
лист Мебиуса. и дважды перекрученную ленту. 


= ке. Е 


7 55-7”. 95 
«Ут 


и. | 
(Метрика инлупирована из К Какие из них гомеомотфнн? 


5. Всякое линейно связное ‘прости аистро СВяЯЗнНо. оон назизастся 
простраиство, котороо нользя представить в зио НЫ. ДУ 





непоресекающихся открытых в ном висьосуз.) ии. связиое открытоо 
| : И и. рае - а: 1% Ра 
подмиожество (” — линейно связио. Доказать. 





НВ. Е. 3 ЕО ЕЯ НН ВЕНЕ ЗЕЕ: ЗЕЕ 





в 
Пространство называется отягиваемым, эсли тожщественное отобр\- 

‚жение его’ в себя гомотопно постоянному. Доказать, что стягиваемое 

пространство линейно связно и олносвязно. Верно ли обт: о 

". Доказать, что любое выпуклое множество в. Р\” (в частности, само 
д” ) стяги ВаОмо (и‚ следовательно, односвязно). 

9. Метля и; $'-> Х стягиваема тогда и только тогда, когда 

отображение У продолжается до непрерывного отображения круга 
©? , границей которого является: окружность а | 

9. Односвязен ли тор Т”. 9х5“? Односвязен ли крендель с двумя 

‚ дырками? | | | | 


т0* Лля всякого непрерывного отображения р : $ К° существуют 
диаметрально противоположные точки а и # на Сор, для которых 
Е: 4#($). Доказать. 
В Верно ли, что любые две петли одинакового индекса В [2% ` 15} 
гомотопны? о | | ы 2“ 
+# | | . 2 |2 
Е Стягиваемо ли пространство- р А > 


Пути в квадрате АВС% —, соединяющие Ас Си Вс ® 
непременно пересекутся. Доказать. 
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Декция 10. Нормированные ние’ транства. 





Пусть @.- 
’ назириитсл Функция и 
| НГ - НЗ; ее значение на векторе х 
\ х(, сточетва норми, 
(НГ. 20 при вссх хЕЁ; (х(=0 <> х= 0, 
Г не. ил = Ах (Лев, хе). 
ЗУ ИХ [, | |. 
Ирослелиетво с введенной ца ием нормой назнвастся нормирозанинм. Во всяком. 
норычроганиом пространстве естественно опроделяется метрика по формуле: 
| (ху) =Цх-уй. | 
Многие ил рассмотренных нами метрических пространств как раз получались та- 
ким обролом. | _. | 
^ Ирьмеры. Т. Пусть В = В, [5х1 =|х[. Получаем обучную метрику в ®. 
Е и то И Н 
2. Пусть К = №; та 2х, хЦ> =( 2х ум* , Их» = мах |5, |. 
5.и три нормы задают три рассмотрениые нами метрики В Вы. 
3. м О пространстве Огр (Х) метрика задается нормой 
И. ‚Ея ир. Е уе = ^т я 
4. В пространстве СГ. ‚ ТТ) помимо индуцированной из Ор (Х) нормы, можно 
`врости. другую норму: МР = о (141% 


Г. Б.. Мланичний шар. а 

‚Пусть И - нормированное пространство. Рассмотрим в нем миожоестто }= 4 хе Е 
Вы <[ т - единичный шар с ентом в 0: ИЕ 
Лемил.1. множество В выпукло. 2. Нерсаечение В с каждой прямой, проходиме==- 
через 0,- симметричный относительно нуля отрезок. — Е вый 

Кол иожество А в линейном пространстве Ё називается выпуклым, если вие-` 

’ сте с любныи точками х,усА оно содерхит любую точку отрезка ху, т.е. любую 
'. точку т Ах +ДУ (Ал >0, Ам = а Са 

Цот-т леммы, Второе утверждение внтекает из свойства Пе. Докажем первое. 
Роли Ц щуцаг, Ал 20, А+ = т, то [лк < АКК З 5 МАЕ 
А | о о, | - 
а Петузлио понять, что залацие единичного мара позволяет восстановить Но- 
$ рму. Именно, |х( равна наименьшему числу © ›‚ для которого хе ео. 

Можно прогертиь, что каждое множество В, обладающее указаниым в лсмме 
свойством, лиллется единичным шаром некоторой нормы. 


В. Эквизалентность но м. — | аи: 


Лве норми в пространстве Е эквивалентны, если задаваемые ими метрики экви- 


валентны (в них откриты одни и те 28 мнохества). 
Лемма. Норми х > [ХЦ и Хх -> [х[2 эквивалентны’ тогда и только “огда, когда 


существуют такие константы Сти С.20 что для всех хе Е выполнено ‚сравенство: 
: = в 
Ст ХИ =[х(2 = Со | х(т. р 

Док-во.Если нормы эквивалентны, то открытий шар в одной их них открит в дру- 
той. Поэтому существует таков >20, что из Ц х\=с вытекает (х{5 < Т. Теперь 
пидио. что 1х1 < (1/6 ) ИхИу. В самом дело, (Е. т ‚ < › поэтому Е 
= Т. Апллогично \ х(т < 6х5 лляекоторого С, откуда и вытекаст ухазанно.. ^ 
в ломме псравенство. Одна имиликария доказана. Локажем вторую. Поскольку 
\х> = сих т, то шар радиуса Е /С2 в порвой норме содержится в шаре радиуса 
’ 6 во второй норме. Поэтому открытое во второй норме мн-во открытс в первой. 
‹ Неравенство |хт <= с-Г]х|о показывает, что верно и обратное. Леля доказан: 


ооблалавкшан исро чисяеняыми далое свонсЪвАМИ 
К 


азывается нормой вектора х и обозначается. 


\ ре . Е я р = 
е) пространство над полем В. Поомой в В 
- эрмой 
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| 


} 














гОчЕО ДоОкК-ТЬь, что лю 
» Пусть Эту» +» зб 
1 


== > 





Поэтому |х|=С.|хИт при некотором С.`Из этого неравенства вытекает, что ч;а- 


ЕЦИЯ Х и в В: (по обычной н норме) и, значит, достигает вони: оу а 
на еде, очной ое (по стандартной норме), и единичная сфера компактне. 


’ Этот мамлмум С’больше 0 (т. к. равен норме ненулевого вектора). Таким соразог 


Г. 


‚. ля, и анализа польского математика. Стефана, 


:3 Их | =Т вытекает |х|>С”и, следовательно, (х(>2С "хи для всех х. Итак 
Е («Ст и остается сослаться на лемму. 
сттия. Г. Всякое конечномерное нормированное пространство полно. 


в о конечномерное подпространство нормированного пространства зоухаутТо 


вок. аметим, что полнота простоанства сохраняется, если заменить норму. се 


м! зеленую (для метрики аналогичное утзерд дение неверн ©). в. самом деле, 
„-дазоаной леммы слел дует, +ТОо все фундаментальные последовательности ПрА эк 
вивалент НХ нормах одни и те #е. Остается воспользоваться полнотой В: при 
обы Сы № стрике. » 

а Полное подмножество всегда замкнуто. 


- Полнне нормированные пространства назнваются Е зховыми (в честь создате- 
анаха.) . 





| Г. Ряды. 

ь Е пусть Ху, Хо, ... — последовательность векторов нормированного простраиет- 
ра. ‚Говорят, что ряд Жу+Хо+. .. сходится, если последовательность частных 
сумм. $ = ‘У+Хо+. ‹ .тХп имеет предел. Этот предел называется с ММОЙ яда. 





’ Говорят, о ряд ХуХо+... нормально (или абсолютно) сходится, есля ряд Их + 


+х.| +... сходится в В. (этот ряд состоит из положительных ‚чисел, и его схо- 


димость эквивалентна ограниченности частных сумм). ` : 
Теотега`х. В банаховом пространстве всякий нормально сходящий ся ряд сходится 


. Сумма нормально сходящегося ряда не меняется при перестановке его членов. 


/Заметим, что нормально сходящийся ряд остается нормально сходящимся после 
перестанозки-его членов: если частные суммы яга из норм Оыли ограничены, то 
они и осканутся отраниченними. ) 

Дох-во. о конечному мнохоству $ патуральных чисел сопоставии вектор 


Кох . Очевидно, О № и часть обозначим 
($). Вели =, то |[6($<)- те 19$ 1455). . 
Поэтому если $ настолько велико, что С ($) олизко к сумме ряда РИ. 
#6 (3')-5 5($)|| будет мало для всех ©, ссдерхащих $ . Отсюда следует фунда- 
ментальность последовательности частных су: нормально сходящегося ряда (в 
качестве $’и $ берутся кочальные отрезки натурального ряда разной длины). 


— 


Утверждение Т доказано. Пусть хиу- сумы нормально сходящегося ряда до к 
после по; рестановки членов, и $ =|х.- у! > 0. Розьмем ‚ф таким, чт обы © ($) 


отличалось от 2 5х: не более, чем на 2/3. Погла 6 ($) будет отличаться 





‚; отхиу не более чем на &/3. Полученное противоречие доказывает теорему. 


юо^ 






8 Д. Пространсево Ь (Х 
пусть Хи У - нормированные пространства, А: Х -—=* У - ленедный оператор. 
‚Лемма. Сле едующие свойства равносильны: 


А Ча о Я о оса ое т а ам 




















И ЯН а А 
1, то ВАХЦу а сахНх для любого х (и0о 
Зет: д Тр: РТ ‚. В д \Е ыы т бе) : . 
ХА св голи. А непрерышен, то А непрерызен в 9. Ёс- 
ыы А ы =—, т. Гат г х 
Аи ГИ ГТЕ Уз т |, п. в +1 т. е а ее тли ГА Зы 
ли же А непрерывея в \%, т0- ваков Е ›‚ 09 (< г вытекает а 
| , й р 
в. ; ту \ ИН : Е НЕЕ в 
о ТогА Ак, < (1) Нах и А ограничен на едивячном шаре. 
Оператора, обладиющие указанными свойствами, наз.ннпоеревными (ела огра- 
В о Е тыщу 2х уе ил г - р А а и, р И Ч о ыы 
ниченны и). такие операторы образуют подпростраиство в пространсгЕе вол 
1.’ ти ме } г, сте тта атм Гу т > В Е 
линейных Эпораторов из д вУ. Оно обозначается В <Х,У). ъбсли А и у копечно- 


мерны, То лобой ковечномерный оператор непрерывен (иля стандарт:о: порсы 
орт:.0 : 


очевидно, а все нормы эквивалентян). линедные операторы из А Вх 45Е2а то 
также линейный сунициопалами ‚на Х; пространство ивпрерывных линенььх шув- 
киионалов на А обозличастся ^. 

Пространство № (Х,У) можно сделать нормированным, объявив нормой операто- 
ра число Заир НАХИу [хх ту, то есть наименьшее число С, для которого 
неравенство {| Ах[[< Сихи выполнено при всех х. Иными словами;в неравенстве 
ПлхИ у < ДАЙ (х у)" |; нельзя наменить КАИ (х у) ЕИ на какую меньшую ков- 
танту. в частности, нормированным становится пространство в=Ь(о. 

р садачи к лекции 10. у | 
1“ Пр каких р Функция ихй =(2”) является нормой 7? 
2. Доказать, что единичный шар бесконечномерного нормированного простран- 


‘ства ме компактен. — — 
3. Построить три попарно неэквивалентные нормы в одном и том же простран- 
ево. | | ее 


4; Исстроить пример неполного пространства. Определить понятие пополнения... 
нормированного пространства. | | 
5% Построить две неэквивалентные нормы в пространстве, так, чтобы относи- 


тельно любой из них сно было полно. . -_ 
6. Привести пример незамкнутого подпространства. ^з ре 
7. Если ряд х+хо+... сходится, то последовательность векторов Х]р,2.,... 
схолится к нулю. 

8. Докз ать, что если в Роряд сходится, но не нормально сходится, можно 
певеставить его члены так, чтобы он перестал сх о. Бы 
бы ок стал сходиться к любому заданному числу. (Теошрема Римана) 

9.Построить ряд, который сходился бы к одному и тому же вектору, как ни 
переставлять его члены, но не сходится нормально. 


10. Если ленейный оператор А:Х—> У непрерывен хотя бы в одной точке, то. 
он непрерывен всюду. 


1. Линейный функционал непрерывен<==7 его ядро замкнуто. | | 
12. Рсли пространство У полно, то и пространство Ё, (Х,У) полно. 


13.Отохдествить [, (В,Е) с Г. Что при этом происходит © нормой ? 
‚ Привесзи пример разрывного линеиного опе. тора, | т 
15. Какая норма возникает в (ву, если в сп = орать нормы | О в 







в. | А 
16. Как по матрице оператора А: ВЕ-ЬЫ вычаслить его норму ? (Рассмог- 
реть различные варианты выбора норм в ри г 











Е ту Витя тг м 
познакомиться 















лям ПОЗ ВО. ЕТ УИх 
и коотротого изложены 


Т) претензии на полноту доказательств и точность о ео 
Н 
2) отсутствие ясности в вопросе о том, какого рода объекты ования; 
иго лое 94 


рассматриваются. (Например, употребление 065 объясиений ‹ 

). | 

“АНАЛИЗ НА МНОРООЕРАЗИЯХ (Лекция Г) 
‘альное исчиолени 
А. Производные функций из В. в В.. 

Напомним опрехеление: ровно Функции |. В >В в точке ав В сазнвается 


2] 


| (а-+н) - #( 
: число ых а | 8 ‚ Чтобы обобщить, это определение переформулируем 


му. 
И 1 


ЕЕ 


НА уе етен: ЕТ; 





‘6_›: число с наз.  проивзодной функции {/ в точке а, еслл 2 = Ка) + + 
+ си +0(№), ге о(К) - некоторая функция, для кототой оС М, 1-20 ди 


\.—0. /сбозначение о(К.) - стандартное для таких функцхй./ То, что это опое- 
делегие охзвивалентно исходному, легко проверить. 


_ Таким образом, суть этого определения состоит в т тижении 6 ти 
окрестности точки а) с помощью другой абфинной бунки ции" ): (а +^) м а + 


[ 


— 


у 16.) +еИ, 
+ ‘с при малых №,.(См.рис. Г.) ок о (#.) 





рис. Д. 


в 


ые Ъ. Общее определение птоизволной о 
Пусть Х, У - нормированные пространства; 7-0 функция определенная на от- 
‚” Крытом подмножестве М, пространства Х со значениями в У, а>еХ. 
Определение. Линейный непрерывный оператор С: Х -»У называется производной 
функции $ в точке а , если 2 (а+№Ю) = { (а) + бы + о(®), тде 


ЖА 0 при МДХ >0. 


а 


Это определение дано для общего случая, хотя мы будем рассматривать по боль- 
шей части конечномерные пространства; в них все нормы эквивалентны, а все оне 


‹ раторы непрерывны. 
"сли сункция имеет производную в точке а, то она наз. 


Производная в а определяется значениями функции в окрестности точки а - ярля- 
ется "локальной"хатактеристикой функции. Чтобы имел смысл вопрос о длроетен- 
цируемости . в а, нужно, чтобы область определения | была открытым множест- 
вом, содерхащим а (т.е. содержала а вместе с некоторым шаром). 


ИЕ Т. Воли + дифференцируема в а, то. 4 непрерывна ва. 
и Производная данной функции В данной точке, если она существуст, 


определена одноЗ Уно. в 6 
т пункта и. пели 0-й ‚(2 — две производные, то ИСК с °(1.] # поло 


див = ©’ (Е ЕВ, И, вектор в Х); имеем — С.А. - Се = о(Ё), откуды 
Г бы называем функцию х -> Ах`+ В абфиннойб а не линейной, как в школе) Ре 
Г не шутать ее с линейними операторами -х +> Ах. 














ть 2. а И, а Аа та же к 
Орли, = СЯ « ПУНКТ 1 Прост и предоставляегся слупателям. 

5 7о « О : и а 
О ен с : ма ый РА | 
Проозводная функции { в точке а обозначается 2 (а). 

кт 


ПС И ее ь ом начале Е ме 
Случай х = У= В мы разобрали в самом начале. Пусть теперь Х= К, и - лЕсс 
т т ы . . ре — о и — ыы 
Ироизоодная в этом случае представляет со бой линейный опезатоо 13 АУ. 
Бсякти такой оператор имсет вид Хх »> ху, где у - некоторхй векзот из у (по- 
тя ПИ г тавон Ее 
чсму?). Отожцествляя /(В,,У) с У, мы получим, что производная букхени в 


точке представляет собой вектор из.У; его, как лежко видеть, моно карти 


по обичной формуле: Г (а) = бит о (злесь ке В В № 
правая части и - векторы из У). Функцию из В вУ можно предоставить 


себе как кривую в У, а{’ (а) а „касательный вектор к этой кривой в точде 






ас. (см.рис. ) рем? Чен) 
4“ р)- | | 
Пусть теперь уе В.. Тогда произабд дная - линейный функционал 71 ка _\, для 
которого р (а + )= (а) +7 ао: Гоайик функции а +1 ==) + 
.й (А) - гиперплоскость (в ХФ в), касающаяся трафика функции 2 з точке 


‚а (см.рис.) 


ео Частные произволние и матрица Якоби. 
`П усть Х = ВИ, У=ВЬ. Тогда производная представляет собой линейных опе- 


“ фатор из В В ВИ; и задается матрицей из м столбпов и п строк, в котороЕ 
стоят мжп действительных чисел. Как найти эти . числа? Оказ! ызается, — 
этого не нужно ничего, кроме умения дибберенцировать `фуЕкции из КВ 








‚Лемма. и 1: (рь.--эЖ) —> (4 ТО) эп (тре) - = и. 
кция из я из В в В, клеющая производную С в точке а=( а. к, Того эле-’. 


мент к. матрицы оператора © стоящий. В 2-ой строке и фгом столбце, ге- 


вен производной функции => 7. @а,... ь 1, & ге ее В ОНО А 
фут кциля действует из К. в, В И а п едотазияет собой число). 
. док-во. По определению . а — д {(а) + Ск; переходя к С-ым координата: 
чмеем $ (а+ к )=.й (а) +2 с; ; ВЗЯВ В а м вект о, все т 


$ лы которого, кроме |; -ой, С 0, шт меем: {. т иди?) Ра 6 ео 


откуда и вытекает требуемое, ( Аккуратное рассу: хдение с о( д.) поовеста пе- 
трулно; я советую это т всем сомневаюгмся в утверждении летим.) 


сли { — пункция из ВТ вУ, то ие функции из ву, опроделе эн-' 


Ной формулой Ен 4 (ат... а _Т2 8 а; 1»... 2), в точке а} наз. } Е 
частной пооизводной Функции а В очко а=(а., о ‚ар и обозначается эх 3). 
(если аргументы {Ф обозначаются ХТ» >) ИЛИ 1. Это - —. из У. “9 


ть 








‘ 
‚ 


Таким образом, лемма утверждает, что если функция дифференцируе то су- 
ществуют и частные производные и Са = мы 

Обратное неверно: Функция может иметь частные производные, но не бить ди 
ференцирёмой. | | 

0 если Функция имееет частные побизволные не только в данной точке, НОЕ 3 
‚ ее окрестности, причем они непрефивно зависят от точки в кот орел Ее 
‚ числяются, то молно доказать, что тункиня дих еренцируема в. До: Зазательство 

_ этого ‘бсакта несложно, но использует так называемую "теоре: му о конечном т: 
‚ращении", поэтому ыы его опустим. ие. 
_ С помощью этого дакта доказательство дифференциоуемости функций из 


в часто удается свести к Васмотронию функции из ви. 


да 





ИЕ 





роизролная сложной функ 
_) 










м № 7 тт гм ттт ь антена тре: аа Я Ире чт тчта ЕР. 
а — нормированны ОСТ и У дисрооеицируе А В точке, 
Ка 

{ 


> а 





ое зНару сн 12 В . 


тор из ХвВЕ,а справа - комп ПоЗиа оси 
р ао. ВО ха). а + и 9 ((в) + 90). а 
——- + 
4( п) 30% РО) = 308) +6 д в) Рад. 


‘хАкхуратное проведение ото рассухдения ибблохно; если ощущается потребность 
зэтом, совотую сделать самому. Такие нет трудно сботмулировать теоре:х пля Фун- 
‘ии, блределенных не на всем Х и на всем У, а в окоестностях точех а Г. 8; ‚) 


| та тсорома позволяет дать геометрическое описание производнбй. Я: "@). 

хх ие. ыы д 

|. #. м. ор ий Е: 2 Ай 
усть +: >У - дифферинцируемая функция, аеХ. Чтобы найти - (а) К для не- 

| 5Оторого вех, поступаем так: рассматриваем какую-нибудь крирую {: К >Х, д; 

| т Ко \ (0) =а, 5(0)=В.; затем рассмат риваем. ргвую 6х: 5 - Уи нахо- 

ним касгитодыинй вектор к, ней я 0 — это и будет #'(а) |. (В самом дело, 













/ 7%) = 77 (©). } $'(0)= { (арк) }. ‚ Взяв в равенстве в ре \ прямую а 
получим, что р (а) | — = м. (6 +) - (&) , 5+! 
| Правая часть этого равенства Называется пооизводной влоль вектора |, се шо- 








не существует. даже еслл оне су 


' жет существовать и в том случае, когда 8) не 
Г. $ функция 4 может не быть доме- 


ществует при всех К. и линейно зависит 
‚ ренцир уемой в точке а. 


ее Е. Таблица пооизводннх. 

Т.^ Воли = Ах + в /А== ‘инейный оператор из Х в у, вЕУ/,. ко ’(а)= А. 
Фуниниа"  <слохение чу =х, сопоставляющая паре векторов. «Хту»Хо> вектор | 
| хр Хх, линейна. поэтому её `поизводная равна ей самой. Отсюда и из тео: 
Рита д сункции вытекает, что (2. а (а) = {1(а) + (а). 
73. Пусть Сх,у» => В(х,у) - билинейная Функция из Хх Ув @. Тода Е и. б 
а В(х,к)+В(у, А). В самом деле, В+ К, у+к)= В(х,у) + В(х,к) +В(К ‚У +В & 

,; & м р о<|,к>). Отсюда Е из теоремы о производной сложной УЕ 
| учаем, что [Х ->6 (4, (х) о.) т @) |. 28 (6) (2) Г.Д] Ви), а. а} 


' Частным случаем этой формулы является правило дифференцирования произвеления 


и. 
\.Экстремум. 


Как и для бункций из В в К , можно использовать понятие производнох для оты- 
 скания иршичииииий экстремумов, применяя следующее очевидное 
оо. гсли ав Х - экстремум функции т ХВ , 10 4 (а)=0. На практике. 

(при Х = В!) это означает, что ВАО. ешать систему из п уравнений с п веиз- 
вестными: а (д.4 ме &,}= Е к. (“о 6) С.) =0 | 
|: _ 3. Внешие производные и гладкие функ 
| ° Пусть функция {. опреде-яена и дифференцируема во всех точках. отеретого ‚ мно 
| цества Исхи г. значения в пространстве У. Рассмотрим бункнию 4 1х > 
|5>7 ‘(х) из И в =Ц(Х ‚У). Если она снова дифференцируема во всех течках 
у то можно ть еще Е шах и рассмотоеть функцию и а! г: (х) 


ГИ. так далее. Если этот процесс можно продолхать неограниченное количество раз 
то, Функция 2 наз. глалкой в М. Множество гладких в А Функций обозначается _ 


Гб” (Ц). это = ланейное пространство, однако естственные топологии в нем не 
затаются никакой ноомой. Е 65 з 5. | В 
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ух. 
— 
@) 


вы 
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|. Э лат “Л ОИ - В м г ты я т «та и 

’ В координатах, при Х = В, мы получаем сначала набор из п частных произзод- 

ь дн ас Е з ом : 

| 3х пероого порядка “2, г. 2 

ыыы Ч ДК 3%; ) 1 \ > та 3 о Ср. г и \ 
затам па ИЗ частн ОоиИЗвВолных В оояпк = 

| за РАЗУ #9000 жа га час ТтНЫХ про ЗВ ОЛнНыЫХ торот [@) порядка 8х. — 77% » ые % . } з 

| ее АТ на те а Е а И 

|. затеи 1800 ИЗ п` проязводных третьего порядка и т.д. Охаз: Нвае ТЯ «сЛЯ ПЛА 
КИХ УИ ЗО частные произв одные не изменлются если Из г. р пиано 
дис е то ниирования:, @5 А Е ФЕ ео 

р \ 1 — —— . сто иаяй 

г. бо ока, Лак Ооо и Т.Д. 2 

Е паут ““ ; е 3 е 9 4 д р вы 

| ЗВ ограничимся нестрогим пояснением этого бакта, на примере в о Е 

о р те - к р ры 
К - д! ТС Выражение “= +4 (А), = РВ) - И позно 


а Е записать двояко: м/=( [45 - то от о о 
м. (в). - (и), к =. д (4). БА и, ве ао, И 





й ( (А) , т. т т ОХ 
х-— р НЯ 
Ви ,. (4) Е. Пекция 2. ПОЛМНОГООБ АЗИЯ В И, Е 
В: Постановка задачи. | 
Мы оп 5 ИЛИ понятие гладкой Функции на открнтом подмножестве нкормирозание; 
то поосетанстла, Мы хотим обобщить это определение и, в честности, дать оп- 
| ._ и. и функции на окружности 54. ЕЕ“ ИК = нае 


‚ Попытав: ся дать разумное Е гладкой буккции и значекиями в 
нориированном пространс тве). Пля этого введем"угловую коордикату, рессмотрез 
„отображение С: о сопоставляющее числ х конец дуги длины х. ЗУЕициЮ 
| 4: $1 У везовем гладкой. если композиныя < С - гладкое отображение из К 


а. ‘сфере дело обстоит. сложнее, тк; ввести кооолиныиу на всей. И Ре 
во. Но`это и не нухно: яелая определить ‚ диет оенциру емость в точке х, мы = 
па т 


|. доляня интереховаться ли"к поведением буЕйции в кз НИЕ окрестЕости т.х.. 
| Кацие координаты можно ввести ка сфере? Разные. Привцем весколько приме- 


- ров.`т) В(открытой) ‘верхней полусфере можно р | а 
/ и 


о. =4 Я $2. 
оке | =} че зы: ес) 3 Иа 














считать координатами чысла х и у. Точнее, рас- 
смотрим бункциию <, сопоставляющую кахцой точ- 
ке<х, ОткрЕДОто круга на плоскости точку. | 
и о ч7 на верхней полусбере. (9т0 -— У 


| сомеогообизы). о С`мохкно назвать каотой верхЕвиа п полусбеты. 
| м ; са ТАЗА : © у ] 
р 2) Поставив знак - перед \!-х®ч” ,‚ получим карту нижней полуссеры. 
| - 3) Подобным образом можно получить карты пр авой полусёерны, левой полус:з- 





„Вы й На , 
4). оно получить карту всей сферы, кроме одной точки, рассмотр ев 67=580- 
| графическую проекцию. (Мы ухе ребсмат- 


ривали ее, ОВО о гомеомореностя 
©ы Х АМТ И в< ). 
8) р Возьмите любой ББ РЕоЕраБаокий атлас и найдите дальнейшие примеры. 


карт (на сфере). с них 
 ОлОНЬЮ любой из упомящутнх карт, покрывающей точку хеФ”, можно опреле- 


' лить понятие гладкой (в окрестности х) функции ф: $7>У, потребовав, +: :тобы 
функция 4 Е выбранная карта) была гладкой в окрестности = {х) 
Гладкой функцией на сфере назовем бункцию, гладкую в окрестности кахлой точ 


ки сйерт, й 
Заз; сит ли понятне гладкости от выбора карты? Для приведенных о 


ка ‘нет, т.к. "функции перехода", сопоставляющие координаты точки В О 
А ‘карте координа. Ты той же точки в другой карте = гладкие (пр верьте! 


| . 3 ое 
ы Г 






























Ета 


аи 


ЕЕ 


1 
1 













>= 
- сия } 
карт. [ 4х.) | 





незиваютея и 
| В сам 


И Ма 


„— 





2. 12 


ом деле, о >. =(7 


Я -1 
02), 
т функций и а 


аз ет 


а Кол позиная глаг ый 








Итак, м о “определяли гладкость функций на окружности и сфере. Теперь мы по- 
пробуем дать общее определение, частным случаем которого окажутся рассмотрен- 


ные примеры, 
Б Подмногообразия. _ 
мы ‚хотим опрел ‹елить, В 









ыы т 
ИИ О Ри В 


ре ——> 1 гладкой функ 
| 

и подмногообрачием; #роме 

‘того к-мерным подмногооб- 

разием является все то, 


— 
- -—— 


р 
при Х = ВЗ 





_ 2“ 


| В. Гладкие Функции 

- Чтобы опретелить понятие гладкой функции на 
понятие карты: Именно, картой на к-мерном подмЕ огообразний «ыы 
ся гомеоморбизм (С: &->“У и некоторым открытым подмножеством Мс ВЕ 


отЕрытым подмномеством \ с №, удовлетворяющий некоторым усл ‘оБИЯмМ. Имекно, 
п. (@ доляно быть ры отображение в Ви 9) хЕ Ц. ллнешлый 


опЧеатор Г. (х): ВК > дполден быть вложением (иметь нулевое. ядро). Второе 









М 


Нез азываст- 
Сечи, 


> 


: ределение см. ниже.) 
| Кон © |“ (р- р: оо 
иль и» обид г. . и 
а “5. | 
еее 
ВЫ 


У 


Пусть Х - п-мерное нормированиое пространство. де. 
каком случае А называется к-мерным подмногообразием у т п) Качнем с м 
—)При к = п это Е. подмножества Х. 2) Пусть о По разм — сти). т 
=. ь 2 ТИ прим ры, СЕ РУД: О пои 

2, к=Т ман согласованное с Ни-. 

Е ми определение: график ь 

-К 


р является к-ыеонем п 


что локально является та- | 
ким трафиком. (точное оп-. 


‚д ^ рорНититы 





в 
подАЕ ногообразии, надо ввести 


требование нужно для того, чтобы гарантировать "глад дкость" (хотя что это, 


‚мы пока не знаем). Оно ‘запрецает, например, рассматривать в ра и 
на1-8,8[ отображение > м > |-8, 8[, переводящее х в х3 (@“(о)=0}.. 


Этих требований достаточно, чтобы обеспечить гладкость Функций перо она 
от одной карты к другой. (Токазательство этого акта о тоортку 00 
обратной ‚с ’упиции, о которой еще будет идти речь. ‚м самым м полу дем кор 
ректкое Фоределение гладкой функции на произвольной многообразии о 
мерного нормированного пространства Х са значениями в нормированном к и 
ство У. Роли МК - открытое а в Х (при к = (ме Х), то новое-00} 


деление, оч видно, совпалает со старым: можно рассматривать О — 
каитуу на М 






ем 





О 


мс . 


МИНИ 
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: яко: ‚ во-первых, как гладкость 25698 ния откоытого подмнохества. 


_ рой ( и тогда для любой) карты (2 С’ кривые 2-4. и 













м: уттиурие 


ГОС ИЯ 






= 
где 


скость К _ Во: 
цех рычислить значен С производной р. векторе а, касательном к $бв точке 








тлатку _ 3 

х ? Нодо рассмотеетьук! р ВуС и р ->З”(тлодкую, как отображение из В в №),: | 
ния которой \(0) =х, Хх КО) = а, затем рассмотреть коивую у в о 2, про-* 
ДИ о ее вО0, а искомый вектор в: р’ Я и й —. 
Е т разные вопросы. Можно ли нацти такую кривую? Будет ли г и | 
ким? Не зависит ли результат от выбора кривой? Кроме того, если мн х тим рас- 

и ать произвольюе м ногообразие (а не сферу), что такое касательная А 
скость (прямая, пространств во)? 


а =. эти вопросы мы попытаемся дать удовлетворительные ответы. 
_ д. Касательное поостоанотво. 

нотообразии Ы КеВЫ. Это - 

МОЖНО ПОНИМАТЬ 0“ 

ВЕ оо _ 


странства К, в пространство ВЕ; во-вторых, в терминах карт, то есть как глад- 
=. © те 


фр. \“ кость отображения су 


А [-> 8. Ка самом дель: 
точка, подм вогоообразия; будем рассматризать кривые, прохоляиге 


Определим сначала попятие гла кой кривой на и”. 


-— 


глад адкое стобрамение интервала Зм,РГ. в В. Гладкость 


это олно и то ие - вопро 


об этом ‚как и все вопро- 
Г» сы обоснования, ыы пока | 
| отложил. в 





Пусть. я 


р ри Р в нуле; (0) = Хх. Будем товорить, что ДВ Р=т97 Зи одне касе. отСЯ бе НЫ 3 


та Зато 
й 


сли У) И м (0) совпадают (как векторы вВ.). Доугое (но на са 
сделение таково: Ули \». касаются, если для некото- 


тотал т 


деле экв валентное) опр 
су, имеют РАВНЫЕ пронезод= 


ные в 0 (фавнбы как векторы в РУ). Отношение ук касается \_ “разбивает мно- 


хество ‘всех кривых, проходящих через х, На, классы эквивалентности. Эти х клас- 


сн называются касательними векторами к: “Ив точке х, их множество наз. 1222. 
‹ поостоанщовом к М вх и обозначается Т; (180) /блчриле касатана о я 


тольЕги 1 

Замечание. Т.Можно отождествить ие екторля множеством векторо> 
из В, сопоставив классу Т касающихся кривых вектор и. (0) (общий пля ВСЕ 
уег. Таким образом устанавливается взаимнооднозначное соотвев тствие межну 
в (и К) и некоторой частью в | =: Что это за часть? УН скоро увидим, что это - 


х-мериые полиространства №. 

=. Выбрав карту ©, пох и. вающую точку х, можно ‚ установять также соотёстс- 

вие мея ‚у элементом Ия те. и вектотоми из &`, сопоставыв кривой у? ректор 

(© й ьх) (о). При этом о вектор из Е соответствует некоторой кривой, т.н. 
3 — (‹), модно порсиее ти с помонью 2 пам 


любую кривую в. Е, проходнщую чере 


ит 


р 


г 








30. 





аким образом, мы получаем взаимно-однозначное соответствие между ВА п Е. 

его помощью структура векторного пространства переносится из ЮР в мя 
тат этото поренессния не зависит па самом деле от выбора карты, и. 

становится веторным пространстом размерности к. 

Эта не конструкция позволяет понять, какое Подмнохество ‘соответствует 

р ТОВ БП. Именноу это образ ВК при линейном отображении ее с *(х)).. Но она 


| делению карты ="(2`^(х)) является вложением, поэтому образ - к-мерное под- 
' ‘пространство ВИ. 


4. Терминология такова: если ’- карта, покрывающая х, аеТ. (МЕ) о. 
ВЕ о В", соответствующий а (в карте), то числа аа называ- ^ 


ЮТСЯ Е инатами касательного воктота а в карте... Чтобы сложить два. векя 
тора в ее. и карте, „Надо слодить их координаты. | 
— две различные карты, покрывающие точку х. Как свя-. 


заны координаты, вектора ав картах ‘2 И С? Оче- 

видно, 7 =(2,: ы 64 или, В терминах частных иро-; 

изЗводных Я‘ - (здесь 7 и$4- с-ая и | - 
“= т $ ри} 3 











координаты векторов р, и, координаты"в г 
| к Е 
откуда действует 01) обозначены _- ‚ во вто-° 







<. 
тах’ и Са. г 
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А г 1 
№ тт | ром .- а =. „т а а Ча 
Е. и Р- векторы в В, бункция перехода (= ть Л 94 - частная поо-” 

оответствующие а в кар- © 24 
к „Производная |. 
. Теперь ухе оне определить понятие произволной гладной функции 2 Ма х. 
| Х-> Ув точке хе МА. Это - линейное отображение. из те (М) вУ. Его можно оли: р 
..С- карта, покрывающия точку х. Тогда ее) осущест- 
Бляст изоморфизм между № ит (М). С его помощью оператор 
/,. у 
С т (М) —>У переходит в а из ВТ вУ. В какой ? ге. 
з й | т 
|- функции 4С ) и продибференцировать ее в точке?” (х). Это р 
описание производной на самом деле совпадает с данным ранее в терминох вкод- 
рар'(х). | | г 
ф „Ее Производная отображения 1: МЫ ИИ" . 
‘Пусть №сх и /\/ "< У - подмногообразия, /{: М >/М*% Как опреде: лить гледност. 
и производную 4 ? Можно попоросту забыть ол/и рассматривать как отобра-: 
‚ карты Сци С., покрывающие х и { Фо » перенести | 
‚ функцию в них (рассмотреть функцию та [°С ук, "Се (Св 
продифйеренцировать - при этом получается линей- .- ( о 
т к 
нос отображение из в В. - и вернуться на много-. | 
р 159 рну ЛЕ р | о. 
казанние подходи приводят к бормально различаю- а. | р | 
РБ 
| К, Г и р ‘ро(ме) 
‚  Нейный оператор из Тх(М“)в У, а во втором р - 12а) а | 
| т х(М) в Ти, (№). Но, напомним, Т рб (№9 сотостье о ОИ нетоя © с": 


^ 


“= 
”/ —изводная (внчисляемая в точке ие {(х)) 
-`^сать с помощью кривых на М (ср.п.Г). Мы дадим сейчас ‚крутое: описание .Пусть 
ИР С 
вет о ‚надо перенести функцию в карту (перейти к (4) 
() 

вых и ПЕОМ зависит от выбора карты. Из него ие линейность оцерато-. 

жение вУ. Но можно и не выходить за пределы //”, а поступить так: выбрать 

ни. 

щимся определениям: в первом случае {”(х) есть ли-  ч“(^ ) 

и Уи с ччетом этого отохцлествления пва сформулированных определения 











эквивалентны. , 
3. О короектном обосновании сказанното 
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я АТ : ти ^^ ал тг 
| кола. 0: этом и 


А 
торои * 
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сводится К: 
гкрытости областен опр 








< о 


чому применению теоремы о сложной функции, пров 

деления функции и прочие трививльности. 
Задачи к лекции г. | } 

‚Найти производную Функции «х,Уу> => <, ух в точке< Т,2>. 

Найти производную функцин.х > хх, зная производную<х, уз“ ху 


скеры 
Придумать три разнне каре Нроверить гладкость функций перехода. — 
О яв для тора. п / 
исли х - точка мах пля 2 р = 6 © ((х) =. 0% 38 ь 
Дать опоеделение производной диф. функции на миогообразии. аа: 
Откритое подмножество подмногообразия - подмногообразие. 


Е пооиины 
= 
[4] 
С 
НЕ 


ЕЕ ЕР 


‘соо олых м 


ео. 
+ 










9 
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+3 
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Е 
35 
6) 
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и®. 
© 
ие 
; 
[65 
с 
Ув 
25 
кз 
=] 
р“ 
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= 
© 
© 
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№ 
ы 
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ким проекциям из северного и южного полюсов. В ках- > 
’дой точке сберы зададим касательный вектор так, что в. й 
`: те с, изображения всех этих векторов равны и нарал- |/ 
 лельны. Нарисовать изображение этих векторов в карте 


‚9. Найти касательное простралстро к тору, получающемуся г 

зраменлем окружности (х - 2) + = = Т вокруг оси ОЕ| 
(в любой точке по Вашему выбору, не лежащей в.. плоско- № 
стях: 0Х, 07,0 ис 1) ./требтется найти соответствующее ространст-. 


во в 3. / мир 
ве ЛЕКЦИЯ 3. ОБОСНОВАНИЯ 


. Эта лекция посвящена сред гвам, с помощью которых можно обосновать утвер- >. 
: хдецил, оставшиеся недоказанными. . ___ _ | ы 
А. Теоремы об обратной и неявной © 


ТТИ 





<  ›. (Вывод одной из другой) 
' Определение Пусть № и/\У - открытые множества в нормированных пространствах 
ви соответственно. Отображение У: "М. - У назнвается диффеоморфизмом № на. 
' ЛХ (или между Ки“), если Ч - взаимно однозначно отображает на “Л, и ото:. 
| ,—4. | 
| С“ахения Ч и Ч —- гладкие. | жа. 
: “Замечание. Если Ф- дифбеоморйизм 4 на 7, ае И, в = Ч (а)е”Л, тоУ`а), 
Ти (+`^)” (в) - взаимно обратные операторы из [. (ЕР) и [(Т,5). Из этого сле 
' дует, что оби = Ид Г. Кроме того, из этого следует, что производная дифос- 
| оморлизма в любой точке его области определения - обратимый оператор. ^_^. 
' Следующая теорема показнвает, что локально верно и обратное утверждение... 
Теорсма об обратной функции. 
Пусть У - гладкое отображение открытого мнохества 1 банахова пространства’ 
' Е в банахово пространство Е, ае и, у’(а) - обратимый онератор (из Ё.(В,Е)). 
Тогда существует такая открытая окрестность Мс { точки а и такая открытая 
‘окрестность \// точки [(а) ‚ что сужение У на \/ есть дибфеомордизм \/ на мм. 
Эта теорема попадобится нам для конечномерных нормированных пространств › 
` Ви Е(которые, как известно, всегда банаховы). | и. 
Теперь сформулируем другую важную теорему, по существу эквивалентпую,, _ 
' только чзо ипринеденной (они легко следуют друг из друга) ‚ относящуюся к “не- 


явному залонию"фуниий (пример: уравнение ме +у“-Т =.0 неявно зацает 
—5, 


ое м. м | 
Теотема. Пусть Х,У, & - банахоць пространства, ф: < х,у>-> Ф(х,у) Я | 





кая суниция, определенная в открытом множестве Ас ХФ У,<Хо,Уо\еА, Ф(Хо,Уо 


оператор из 4 (У, =), ®(хо,Уо) = 0. Тогда существуют такие от- › 








р Е се | , м | : т 
Ч м } х ь ДР 

5 : ды 
м ке а а 


Вис точек х, пу, в пр гакая гладкая 
К о АЬ р ТЫ Е А и 
> С, что при ск,у> е ВАС свойства у =4(Х) и о 
Вместо показ 
\ дует из друг 


1. о нея ВНОЯ ‹ 


тельства этих теорем, покажем, как одна из них сле 

> т.0б обратной ф-ции. 

МЫ ХОТИМ 1 ную КУ ю-цаю, т.е. реши 
у (выразить у через 


5257 у) = хх = У), Ус= 






ОИ ИАА: 





Жоделена в окрестности точки х,,У, , Ф(хо,Уо)= а ф Ио ‚Уо=Ч()-' 
— обратимый оператор. Поэтаму и. такие открытые о ем В 
С точек. $ (а) иаи такая @& ЕЕ {2 :В > и. что при, хе В, уебС свойство $(хз 
м 
Заменяя С на меныцую окрестность С ОЕ КБ. получа-! 
ем, что У является диффеоморфизмом С’и В, аЁ- % 
фатным к нему дибфеоморфизмом (проверьте, что они 
взаимно обратны). 
. ро . з 
ли Е - обратим, то отобо ажение <х,у>н> <х, Р(х,у)> по теореме об обрат- 
' ной функции будет лиффеоморфизмом в окрестности точки «хо ›Уз». Если бк - об- 
' ратное к нему отображение, з0 хь» 6(х,0) можно взять в качестве Функции + а 
олробно` это, рассуддение (выбор окрестностей и т.п.) проведите сами. | 
| 


о (т.е. )) иу=#(®) будут _равносильни, 
_ 
ВР Обратная — недвная. 
тной бункиии 


|: Б. Илея доказательства теофемы об обра. 
= претендуя на строгость, спросим себя, какие имеются проблемы? Их три. 





| 1) Почему У’ переводит различнне близкие к а точки в различные? 
2] Почему множество значе” › У есть окрестность точки + (2). Е лия бло боди, = 


9 —Т мйекА к Ч 
счему 3 ^^ непрерывная и, более того, тладкая Т же орде &. ‚А, 


‚ Решаются эти т" поимерно так: .. >. 

р ча + ) Ч (а) + Ч'(а) К. при малых|.. Если №1 и ор. „малы и различны, тб 
|. че) 49 +9 @) +) а А [2 причем а между 9 (а) вы 
и Ч" (а) . в силу обратимости Ч’ (а) по порядку такова же, какова разница мех. 
| ду АША, а приближенные равенство справедливы с точностью до более высоко- 
: › порядка, поэтому и (аз) У(а +№) /Более тщательное рассуждение ис- 









‘пользует тесрему о конечном приращении. 

.2) Пусть у - ‘точка, близкая к У(а). Надо + найти, х для которого У (х) = т. 
‚ Ищем х в виде а+.. Т.к. Ч (ачь) я У(а) + 4’ (а), то естественно подробо- 
. вать взять такие /., чтоби выполнялось У(а) + У а у, т.е. к = аа -: 
‹ -У(а)). Равенство Ч (аз) = у выполнено, конечно, лишь приближенно, с не- . 
| _кторой ошибкой ДА: У(а-р.) =у+ А . Постараемся учесть эту ошибку, добавив 

Г к вектор [4'@-7 д: = [9 и „Тогда 0 уменыутся: у а 4) =9+- 44; 
| торца возьмем = А, итд. В ее Оли я с к для 
‘. которого Ч (а+ “= у. Формально этот процесс легче заменить ссылкой на тео- 
рему,о слимающем отображении, т в качестве такового отображение те 









ИМ 





Е Е" ЕВ 


+ [4 1`*(ч-39@&+.)) (у пас |= $ (0), 4=3(4), и нь) 
3. К сохалоению, вопрос о непрерывностл и гладкости У -{ оказнвается более тех-. 


нически сложным, и его придется опустить. 
В. Глапкость Функций перехола. . 


Мы примени тм теорему об обратной функции, чтобы обосновать гладкость функций. 


‚ порех ода (см. прелцлущую лекцию). 
|! вых ее в подмногообразия конечномерного нормирован- 












| ав 
2 *-2 % 
ЕН = О са ВАС ь 
м 206 «ранст 2% Е "НОжеС 50 а < СЯ и ` ре о раз. Ре ее 
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ь 
А 
пит во толи о № та 
ри С: як ОЙ ь Очки 2 = А су ест _ предо 





й 
Н 3 } 

: а вы т}! о, ЧеТтЕНЕ чл м. 2 СЁ - а чих = И 

| ВоСфиоста ит я Ио проекций т нь г и И н АХ ИТ, Ко) 

| 2 ея ^ = в С 

их НЕО У. } } # Ат оли = р ол —- РР ы х о м 
| ПуДЕИИнИ 9:4 а: дак ( но) для котооых выполнено та 
| я 

". ета подо / тд { “/ \-/ и. Я и 

то кое СЗОхСтТвО: \ Хей и, \ Ко ‚Е (6 ЛА, = Хт ре » 

| в > = 


( 
' Докажем теперь, что образ картно - отконтое подмножество в подмногообразии. 
| Пусть и‘< 8 - к-мерное подмногообразие, С: и > В - карта на нем. Докажем, 
что © (©) открыто в М. Пусть х - любая точка © (0), ае Ц - ее изображение 
в карте. В окрестности точки © (©) подм и. представляется в виде 


гро Цика г ладкой функции в подхопаяще выбранной системе координат. Пусть ее 
54$ №. , ил В В]= К, х=<Хр»хо>, ии и. = окрестности точек хуи хо, У М>. 


МВ ©2- гладкая функция с графиком которой а наше много-. 


В 












|) образие вх. Рассмотрим Функции ‘© ти Со, определении 
|4 | | равенством С (х)= < т(х),С 22(х)7. Лемма: (аа обратный опе: 
Вы ратор из (. (В",П.). В а т. Са) к =с® Св) при- 


Ее 10 (а) = (х:) С Е &) (дла близких ка точек х выполнено 
разенство с — +660), поэтому ке = № © (евли С’ (а)К. = 0, то и 


Г СЕ) . = 5) и № (а) = 30: Заевлу аверенен размерностей Би Вт оператор. 
в" р 
(а) обратим. и применить теорему об обратной Функции. Из нее выте-. 
` каб, что С\является дибфеоморйизмом окрестности точки а на окрестность \/ : 





| тостБ Т (%) доказана. ея 
2: САИ В.М ®, то мнохеств 


‚ Из нее вытекает;что если есть. ‚две. ‘кар Е 


о ит 









7 4. И акхв на 
открыто, и его прообразы © ^(Д) 1 о таке от: сы 
ты. Остается проверить гладкость а ин перехода. о - 


‚ 2 тически все уже готово: мн знаем, что проекции <) ис, ‚ 
Е м отображений Си © на 1. (см. только о поке- 
| зательство) являю.ся изо еоморфизмами, поэтому сос = 

И 


ео. : С.- гл эдкие отобрах ения . Нодробн. но это рассз Удени 
| В" ово пите сами. 


ИФ ‚ ТГ. Запание подмногообразкй узавнением ®(х г. 


| Теодема. Пусть Е Е- конечномерные нормированные остранства, — ОЕ, 
т КОНТОе ПоДЬ ожество, 6: М-Е - гладкая функция, АЕ хеи | 8(3)= Ох во 5сех | 


точках х=М оператор #(х)“ 1 (в,Р) является наложением (=эпиморфизмом, т.е. ' 
стё(х)= Е); Тогда М является к-мерным подмиотообразием Е при к=& ие В= и. 
' Доказательство. бактически все необходимое содержится в зореме о неявной 
р Нузпо лишь для люСой точки хеМ найти такое разложение Е= Ё в 9 Во, 
чтобы частлоя производная ©; в(х) была обратимой. Это легко сделать; соли 


| $7) - паложение, ТО можно. Найти рые риос полпространство В,сухение 


(© на которое (т.е. те будет обратимим. А в качестве Е; можно взять 
любое прямое дополнение о — п. Вос. | | 
Пример. Уравнение Ф(х,у, =) = Хх о -Т = 0 задает двумерное подмиогооо- 
разие соберу в в. В самом деле, ©, у, =) являешся палохонием ВСЮДУ, ны. © 
точки (0, 0, 0), не лежащей на сфете. 2 








1 
з 





точки хт. Сужая окрестн ности \„/ и \/, можно считать, что © (м/)< ®х чо. По- = 
' сле этого ясно, что любая точка у = <Ут,У2 > Нот гообразня, настолько близкая ‚ 


ах Хо» что «Ут. Уо>Е ци утем, лежит в С (07), т... ты ЕЖЕ ур). Откры. 
| Е 


ДЕ сие) точек, Сизов ре обеих картах © 


И Ве 


ненаабьавнь 
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|| 

.. ЫяСНим, КАК 
мы АУ 













ГВ 
‘“ 
т ; ЮВ 
= т. гум 
АН у 
= 
ВЫ 0 ОСТ 
ве В т ый 
ПаДа а аа 2, ч2 





оо 
- + 






Теотема. пуст и понмнохество а 
. точки аи су: ее ет гладкое отобз до 


(т.е. Кг т огда М - к-мерное подмногообразие. 


р о, Пусть а - любая точка М, С: 07 - (2 — гладкое от 
оолалающее указанными свойствами, а, в - прообрез а при. 


тл 


[= *(в) - вложение, поэтому можно выбрать такое разложение В = ЕЕ 


| 





| 


ла Ос вЕ, АВляющоеся го: леомораизмом 6 на некотору Ю рр ю в 0). Е 
рестность о р ее и т которого 2 (в) при любом ве0’ является вложением 


в соответствующем представление. Д= Д- Т®йо (Дт= Ь (В, Е.) ) „Лоев ‚@>)) орз 


` 


| бы 





ме: 












ор ит) был би обратим. (Например, можно взять Е-= ид.) чезедно, ин: п 


К отображению Су= Иа (Л, - проекция Ё на 
привенить теорену 


Саявляет ся диофеоморбизмом мейду отконтным п 





И 





06. обратной Фун анциы ИН установ 


| 86: Сте0”и откритнм подмнолвством и те т можно | | й (за 
| ; рассмотреть функцию 9 :\/, + Ео, определенную так: У (=. А 
В са О Она осуществляет гомеоморбизы меяду \У\ и о 

ОТкрИтТНМ множеством = ‘в многообразии ‘Рослехиее И г. ое 


Е `крнто в @,т.к, есть прообраз мн-ва 0- при ее „а зкачит, | г. 
° во воем М). Взяв ое" и Ст И бы точек ат и ао, для ь 

ее Сем, (61 х. 62) пм =\/, , $ (Ст) с 62 /это дела- И 
° ется так: выбираем‘ ‘Ст и С-, уповлетворяющие первым двум | Е, ей 
условиям, а затем уменьшаем Ст, если надо, чтобы удовлет-о 


о ия а ты с 
зорить третьому/, получим требуемое: при хе бт › хо Со 





“свойства а И Ух): )=хо т В самом деле, | 
‚ если <хт, Хо7ЕМ, то <> < «Ху, хо» = а) для [ 
Са(=)= Жем, У) И ь Как \ 





Обратно, если ху@ Ст,хое Со, ор. то 22 (" (ХТ хо, и есеНен=. 


= (С ИК (Е: м = <*> т.с. «хрхо>еИ. Теорема. т 








а . Параметрическое залание кривой. Жоли $ : 1462 — Е — непрогив- 
ное отобоахение, 9”(х) # 0 для любой тачки хе Ги $ - гомеоморизм . За вЁ 


на образ ЛЕ Мои у ‚ то этот образ - одномерное нодмногообразие Е. 
донтрольный вонрос: Рассмотрим гладкое отображение: си 


| .ПГо образ не подмногообразие. Не противоречит ли это 
'. следствию? Где не хол т док-во ? 








мы №. запачи. Ра ее ОНИ 
4) о поостоанстве матрин 5 рассы ТРЕМ По дыноЕ ес ты а и а 
2 5 — 5 р Е з 
ато ТАЛИЦА ОТЕ сит ельно умножения матоиць. Локаз сать, чо это о 
азк 


-+: 
=: 


О 
матрица и 


=» 






.ь 


+: 


И: Ам тг 


2ов м ДаЛеО слора" ИЕ касательн ЗО О" Оч МО, ИВО 


`подространото, в объемлющем нормированном обтранотве, ему соо свезс 








ТО 
те наити к асательное простран ствоН в точке 1, (=единична 


ору 





я 
| 
а 
Н 











прост ранство. паирим ер, мохню. рассватри зать + 


: СОБан ных к-мерных карт, образы которых покрывают вс0е м 


ся (к-ы ерн ым) гладким многообразием д. 


- друг из друга такой заменой. точнее, многообразием можно было бы назвать 1 















я ао р 
а 


ти 
М: 










ге 


ОО: 6 всевозиолних ИО д 
ии оО ОгО. Фома в т] эохмерном прост] ранст ве ла мог собтазие эоех пра ‘та 
плосвости,. 


В охнометное подмногообразие 
дъное пространство 5 точкес : Е 
4) Доказать, что ожротво< ху | х- У“ =тТ мерное подмногообрези®. 
ты Лекция 4. Абсйрактные миовосбразия | 
Оказывается вовсе не обязательно мыслить отобра; я вломенными в Ли #1103 






А. Каоты и атласы 


НУСТЬ } = топологическое проста: 

ние ©. Отконтого 1 мнолества, ие Ех С с ( т | 

томеомотонзмом. т Ч:мм и С: мы М — две картн. Определим, 

чает, что карты Си Са согласованы. Бели С4() и Са %) не пересек 

и = л ‹ . Г: 
и С, считаются согласованными. Боли ме пересекаются и ПЕ, 

1, ы 
то рассыотрим т м) и 5: `(\М) - открытые подмножества д - и Функция 


хода дебри С. о г. функции гомеомороно отобралеют ем) 


наоботот). Так вот, карты "2х и С, согласованы, если эти Функции являют не 


только гомео-, но и лидоеомот отм заме, т.е. если обе они - ао. 
‚ х Атласом (точнее, к-мернь пя алла асом) на и называется ва 






с 
‚2 
ц® 
|= 
Е 
© 
и® 
= 
©) 
С 
[Ф) 
- 
<. 
Е 
| 


Тоцологическое Ш остранст тво вместе с (х-мерны м) атласом на нем назнывает- 


ии: 





Назовем два атласа э эквивалентными, если все карты песо вого соглахсова ЕО 
| зао т бы рторого, т.е. если Ух объ едииение есть с: и атлас . Во всех. —”- 
' дальнегымх опредолениях замена атласа, на другой, но эквивалентный, оушет длит 


нас несу пцествене Ной, поэтому мы ре ОДО зазлачать ее образия, получеющиеся. 


ру < прост анство, класс эквивалентных атласов >. о 





Какжное к-мерное подмногообразие. нормированного пространства В можно счы- 
тать к-мерным многообразием, взяв В качестве атласа мнояество всех карт В 
‚с чсаином ранее смысле. в честности, ткрнтое т ‘сто  нормировенкого 
„.остоанства В становится многообразием, если скабдить его атласом из вдин- 
ствешюй ка м с: И (тождественно). я | 
Воли 7 — открытое подмножество мног ообразия М, то на М возникает такие. 
структура мно реа (нуно заменить карты 2: %-М ка их части. 2’ ги\, 


Те = НА (м), м/ = ©). 


Б. Глалкие отображени . 
Пусть М, № - многообразия, ЗЫ > — овция. бункция >. наз. гладкой, есля 
выполнено такое условие: для любых карт из а тласа Ми © из атласа м вун- 


КЦИЯ $ < {6 © (определениая там, где это возможн з-легко проверить, что ве 


область определения открыта) — гладкая. 
Аналогичным образом можно определить дибоеренци а сть в Точке хем: 


пля любых карт Ст и $ покрывающих хи о) ‚ функция ©” р. С должна быть ди» 


ференцируема в С. "©. # ‚. 
В этих определениях в качестве М или \/ может, в частности, биг уреровать 


откритое подмножество ВО (или все ВГ). поли и М, и М таковы, то это определе- 





ние совпадает с Обычным. | 
В. Касательное поостранбево 


о им клогообравие, ЗЕМ. Мы определим касательнее 1 пространство 00 ь 


——оиы——а——— 














ев дек Ее ты. № 


ТВ : 
‘карте; соноставие Кому м У вектор у’ (0) =. г ыы РИДИМ, ЧТО 


взаимно однозначное соответствие. между Т аб р иб.. Элемент В, соответст ву 


. проверить, что вЕЗДениая тещам, образом А ПЕ 


. ПОМОЩЬЮ Кс арт. # именно, если $ ис - каоты на Ми |. х 
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РЯ се ы 4: 
ОГО, НЗ Е ОУЦУт СИ ее САИ а О" 
МН. МЕН. 2 у ду 5. классы ИО Ч роз 2-44 > рае 








НЕ 44 р 


{^ 


а 
Е.С. 

















— р , 

у(@) = Е ‘у \(0))./достаточно, чтобы это условие выполнялось ди 
` а —_ \ 

одной оы _ Элементы бакториноместра множества всех путей \ и в 2 

та сх 

по этому отношению и назовем касательным вектором кол в 10“ | и. 
; Н ее } 
пе а = | — р 
вели ‘с - карта, покрирардая — а, то каждому пути ву В | ——(^) 
2 | < т } 

соответствуют путь в - У = = его нзоброденые | о: №8 





пененым пузны соответствуют (по онределению) один и тот х6 вектор из го 

в п се ааЬ а ет аа 

кажный ректор из ЮВ соотвествует какому-то пути. Таким образом, мы получаем 
и га т 


вается изобрашнием К. поро а в 


| 


`яй касазельному вектору й., наз 
компоненты - координатами був карте -ы Ся 
ранства переносится и: 


СЕ 
ы 


омощью этого соответствия серух- 
тура линезвого прост ет 
„ Чтобы завершить определение та) как линейного пространства, остается . 


е 
(это Бы легко сделаете саки.). Изобрадения ыы |. касал 
] 
Рав 








2; Я = 
се ое, ее 55 т - а и зы ---4 А РИА = А 
а — тах Си а как легко видеть, оо = (2, о т и < (5) 
я ре | Г. иооизволная ра о 
айь НН ‚ М - уногообре азия, г. — гладкая Функщия ? из МвМ,, ае! ‚ ЕЕ 
произ зронн\ло 2. в точие а. ого будет. линелнсе отображение а из не о 
в 126). 0 пределястся оно так: и у - пльв Ми у (©) =а. Тогда у - 


путь з // о ‘если фан \, эквивалентны, то и 4 Ци {.оэквивалентиы. 


м „т“ 
1 


970: и. корректно определить отоброшенио ый, (а Тыл = 1 Три), сс» 
ставиз классу эквивалентности [Х | класс [2 и о _ 
оквива онтное, онределение. производной можно дать и с \ (5) ы 
то 
^б.С т 





тт 
2“ 


С 





возникает бункция Ё — изображен 1е В р х каотах. 


нужно продяеренцировать в точке в = 9 а) и перенесты || А "| /———--. 
обратно на многообразие. Эта конструция показывает такие т | 
х‘ 


линейность /“(а). а 
` Аналогичным образом (с помощю карты) можно определить 1) | 
производную функции, дибдеренцируемон в точке а, О. 
Данные нами определения касательного пространства и И 
производной согласуются с имевшимися ранее (пля случая 3. К°’ 


откоытых подмножеств линейных пространств и подыногооо0- и ЕЕ 
азий линенных прост анств). Для них очевидным образом выполняется теорема 
о производной сложной функции. | 
Ве ба Д. примеры. , 
помимо уже рассмотренных примеров подмногооора зий линейных пространств, 
рассмотрим такие многообразия: 

1. Бри (п-мерное вещественное проективное пространство) - множество всех. 


одном ерных 1 по т странств прос транс тва ВЕТ. 


Е) т а рае \ т то, лы 
Га ® вщодес ТО. всех прамах ен. ь оных ельЕо и О ОхОДлли НО чер3 о о) па Е ЕС р < + 


.. 


















= -а 
‚3 МНО; зотво В06х а : 
Во всех эт 








ларастся чичат 
такое соо 

атлас. . 

ВИЙ Между отЕЗытТыМ 


которых функции перехода имеют Ее области определе т И 
тладкими. Затсм мокно определить пологию так: ми-во Хо М откр 
все его прообразы открыты в ВА. о сообращенте может быть. ‘полезн тым такие 

при введении структуры многообраз-ия в касательном расслоений ТМ многообра- | 


‘`зия М, т.е.в множестве сх, | хЕМ, — Т.М [ У. бделать это тоже пре-. 
‘доставляется читателю. ва 
р и 

Лекция 5. Векторине поля, ций т комыутатоо. | 








Пусть \- открытое подмножество В". Говорят, что в Ф задано векторное ==. 
поле “АГ ‚если каждой точке ие ^Д сопоставлен вектор м/Г (и) е В". Таким оба! 


зом, векторное поле в есть просто отображение из (с БЕ в ве. Это опреде-: 
ление легко обобщается на случай произвольного многообразия. Именно, | 


‚ теть М - а многообразие и для каждой точки хеМ задан вектор ‹. 
Ах) ЕТ х(й). В таком случае говорят, что на многообразии М задано вектооне 
поле 77, 


- Это определение является обобщением данного ранее определения вектор- . 


ного ПОЛЯ. в ИСЕЕ, т.к. любое открытое подмножество Мс", спабженное тох- 
‚ дественной картой, является к-мерным многообразием, а касательное простран-. 


ство к нему естественно отождествляется с В". | 
_.. Боли ‘С’ - карта на М.С: М >М, „то для каждой точки иеИ возникает век- 
| тор - изображение “< (ХУ, в карте ©. Возникает векторное поле в 1, назы-. 
'. ваемое изображением исходного векторного поля на многообразии в карте’ С р 
`Вектор юе поле на многообразии называется ела, я если его изображение } 
| _во всех картах являетсягладким (как пункции из ЧС Еве). о в 


м 


. и в терминах касательного НЕ ТМ таково: отображение 11-7 :. 
р. - а фоэмулой х =>, (ху, должно быть гладким. 
Пусть на многообразии М задано векторное поле “и гладкий утв у Ги в 


| > М. Путь. У наз.травкторней векторного поля, если для „Любого & © и, ВЕ вн- 
’`олнено равенство у’ (&)=^Г (У (е)). (Напомним, что \ (6 ) лежит в (В, ;. 


Зе д, которое мы отождествляем с Ту) (М), так, что обе части лежат в й 
УФ) Если путь целиком лежит в об Ве картн ф.о и — изобрале- : 


ша Ти Хх в 90 карте, то Х является траектосией АЛ = г есть-траек- 
тория У ‚ т.е. если < - решение дибференциальн ного уравнения У«)= АСИ 
(обе части лежат в В”). Таким образом задана описания траекторий векторного. 
поля на многообразии сводится к задаче решения дибференциального уравнения , 
В ВК (или нескольких таких уравнений, если нам приходится по ходу дела пере-: 


ходить из карты в карту). Таким образо Нас 1 ‹итересуетлокальное устройство, | 
полей и траекторий, то можно ограничиться полями в открытом подмножестве .! 


А". Так мы и будем делать.) 


п 











+) Би; жеследующий текст был (за небольшим исключением) написан ранее и отно- 
сится в основном к векторным полям в открытом подмножестве евклидова, ро й 


странства. чл 








— 
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тт; 
2$ 


15 
д 


у 


= 


{ 
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Т. Определения. 
ии = 
Пусть "М с® °- открытое множество. Векторным полем в № 


ы | 
называется отображение из И в КЁ - какдой точке сопоставлен. 


вектор. /Мы будем предполагать все векторные поля гладкими. / С ках- 


дым векторным полем М связано дифференциальное уравнение 


Я (=) = лм (%(*)) , решения которого называются траекториями_ 


Илли интегральными кривыми/ векторного поля. Так как это уравнение. 
автономно, то постоянный сдвиг времени сохраняет свойство"быть траек 


торией" 
Пусть Е: И. => и. — диффеоморбизм двух открытых подмно- 


и. т” 
‚ кеств К’ . Пусть в “Ул задано векторное поле ‘Уф . Какое поле 


-; НУЕНО задать в И, , чтобы траектории поля М, переходили 
в траектории поля 9. ? Ответ очевиден; % (Е(>)) должно равняться 


Е *(ж)- мл (»). 


Каждое векторное поле М в области 1 задаёт отображение 


©9 => й 
‚ алгебры С”(М) гладких в И функций в себя. Если с Фф - гладкая 
функция на “А , то производная _Ч вдоль М- ,‚ обозначаемая . 


7ф и. определяемая равенством (17$)(х) = Ф(х) ах(х) 


также является гладкой функцией. Другое определение 14 (х) тако- 


во - выпустим из 2 траекторию 2=(%) и продифференцируем функцию 
‹Ф(= (+) в точке 0: Рь 
(Ен <(=2(4)) (0) = «(2(о». #(0) = 4'(2). ле). о 
Отображение Ф,н>/\У® — является дифференцированием _ алребрые (и). 
это значит, что оно линейно и удовлетворяет тождеству Лейбница 
(Фу) = $. + чФ.{ — Можно доказать, что всякое дифференци- 
рование @ алгебры С7”(%) задаётся некоторым полем. /Каким? 
Чтобы найти & -ую компоненту его, применим 2) к С-0й координат- 
ной функции. Дальше примените лемму Дламара, утверждающую, что глад- 
кая функция # представляется в окрестности 0 так: Се... =) = 
З . х; "26 (2%...Ж»). Кроме того, сначала следует доказать, что 


ы 


всякое дифференцирование алгебры С”СИ) локально, т.е. что значение 


ЭР в точке определяется значениями ф в некоторой окрест- 
ности этой точки, / 
2. Вектоонные поля и однопараметрич феомордизмов, 

Пусть 2/- векторное поле в области *{ . Рассмотрим функцию 

М: (Еж =» МСЕ, *) ‘= значение в траектории векторного | 
поля, равной = в О. ИТаким образом, функция =» \У(&х) 
есть траектория, проходящая через х при $=0 /. Конечно, У 
может быть .определена, вообще говоря, не при всех Е и х ;од-. 
нако при любом фиксированном 2 значение \(+,*)« малых ® . Из 
теории дифференциальных уравнений вытекает такое [(осреЭелено Эля\ 

Во о. 








Пола” ВЕС и КНИГ еды те мисс 


ней 


АБЕЬ? БАР" иглы 








Ве кторные поля. 


22= 59 
Утверждение. Естественная область определения функции \/ есть 
открытое множество, и \/ - гладкая функция на нём. 

В частности, при какдом * функция Ме : ж => У(, х). гладкая, 
Очевидно, \+.4= Ме М» /там, где это равенство имеет смыел/: 
в частности, М = (Ме *, так что функцию \М+ можно назвать 


_ диффеоморфизмом (если забыть про то, что она определена не всюду/. 


Можно сказать /также не вполне корректно/, что отображение &=” Ме 


задаёт гомоморфизм группы [В на некоторую группу диффеоморфизмов 
её можно назвать однопараметрической /единственный параметр - ® /. 


3. Теорема Яохальном выирямлении., 


р 


Пусть 7/- векторное поле в области И . Нас интересует вопрос: 


когда мохно ето "выпрямить, то есть найти такой диффеоморфизм 


Е: М. > м" ‚ при котором поле переходит в постоянное поле. 


/ ы с Е 
в 14 . Очевидно, что /если исключить тривиальный случай нуле- 
вого = поля/ необходимо, чтобы поле веюду было отлично от нуля. 
Оказнвается, что локально это условие является достаточным. 


: . ри р 
Теотема, Пусть м - векторное поле в области К < | ‚ х -не- 


особая точка. векторного поля \ /это значит, что 17(>) 0 /. 
Тогда существует такая окрестность С точки х и такой диф-. 


феоморфизм ЕЁ: 0—0’ ‚ 410 поле яа/ переходит в постоянное 
полев О’. | 


} 


ы 


Д-во. Идея доказательства проста; прямне линии, являющиеся траек-: 


ториями поля в 0’ , должин переходить в траектории поля 4л - 


этим мы руководствуемся при построении диффеоморфизма. Пусть Г - : 
‚Трамсверсальная к вектору 1/(х) гиперплоскость /Рлоо ФП = ®" /. 


Рассмотрим отображение Ф из Го в (И: $(8,+4) = 


= УС 26) / У - гладкая функция, соответствующая вектор- 
ному полю эл /. Оператор $Ф”0,0) невнрожден, так как его суже- 
а 
аа, ©) ние на Г  тоддествекно,/значение на 
Сл] 56) (©, 1) равно ^(х) . Поэтому ло - 


| кально Ф является диффеоморфизмом 
х 


мНй, т 


ведите пример области и всюду ненулевого векторного поля, которое 
не допускает выпоямления!/ 
Выпрямление двух вектооных полей: необхолимне условия, 


о а име 


и, очевидно, этот дибфеоморфизм - иско- 


Замечание. Выпрямление возможно, вообще говоря, лишь локально. /При- 


аниме. 20 


Пусть даны два векторных поля эл, м в Одной и той же облас-. 


ти. Когда их можно выпрямить одновременно /одним диффеоморфизмом/? 
Необходимым условием возможности этого является следующее: ибфео- 
морфизмы сдвига вдоль одного и другого поля должны коммутировать 


(Ме, ) = в у4 


За нЕея , 


Кд лор. сршчыя 


257 ЗЕЕ ок тек 2 дриоььк тара БЕТ: 











ет 


поскольку для постоянных полей это, очевидно, верно. /Это условие, 
как мы увидим, будет почти достаточным/. Выясним — когда ди Че 
оморфизмы сдвига коммутируют, 

Пусть это так. Зафиксируем точку ХЕМ и функцию < В . 
Определим функцию двух переменных А(%,+)=Ф (УЕ х) = Ф (ХИ, М х х) 


и вычислим её смешанную производную А 259 в нуле. Производ- | 


ная п + при &=0 и любом * равна (Л4)(\/, х) 


/см. первое выражение для А /, а смешанная производная равна 
7 У Ф(х). Рассматривая аналогично второе выражение для А , 


получаем, что та же /точнее, другая, но равная/ смешанная производ-’ 


ная равна ЛЧ (х) . Поэтому функция Уф - миф токдествен-.. 


но равна нулю. Это можно выразить иначе, используя следующую лемму: 


Лемма. Для любых двух полей У и 1^/ в области 1 суце- 


ствует и единственно поле [у;и’] , для которого [м] = 
= чижф - элуф . Это поле называется коммутатором полей 
мишм . 


| 


Теперь можно сказать, что если диффеоморфизмы СДВиРОвВ ВДОЛЬ полей. 


У и м коммутируют, то коммутатор [9%] разен нулю. 


Д-во леммы. Единственность очевидна /всякое поле задаётся резуль- 


татами его применения к координатным функциям/. Если 6 мы знали, что. 


ние доказывалось бы простой выкладкой, устанавливающей, что 

фе ижф -муфр есть дифференцирование. А так нам придётся в 
явном виде выписывать координаты поля [ч/, Г] ‚/зпрочем, это явное 
выражение тоже о. Начнём: если Л = р Е О 
то Мф = 29 86 ‚ "(и Ф) = 2 и о (илё 26 ое 





Хх: Эк; 
ставленными р И иг . Три этом первый член сократится /этого и 


следовало ожидать, так как он р вторую производную/, и оста- 


= У (м 2% оные Теперь нужно О то же самое с пере- 
= ы 


нется > (9776 ди ше 2%) 2 ‚ то есть ная вдоль 
векторного поля © координатами 2 Гу иг = О у — [2 иле 
Иными словами, [4 %\/] = убил - ‘ил Лемма доказана. 


5. Условие Гал, \/] =0 

Оказнвается, что условие | 7] = оказнвается достаточным для 
того, чтобы диффеоморфизмны М. И \Х/+ ‚ задаваемые этими звектоо- 
ными полями, коммутировали /по крайней мере, локально, при малых 3 


и + /. 


я. 
Теорема. Пусть У , мм - векторные поля в области А<Ё 
Гу, мл] =0 ‚№ - точка "К . Тогда при достаточно малых з и - 
выражения \/„ \Х/ с х и у Ух определенн и равнн, 


Первое д-во, Пусть Ф - гладкая функция в области “К . Рас- 
смотрим функцию В(5,4) = Ф (М, ) - Ф (4. х) . Как мы видели, 


- всякое дифференцирование задаётся векторным полем, тои существова- “В 


РР. а 
{ 2 


3% 








о он 











Ес оиальы 


к: `._ ПБЗЖЕЫЕТ. вЫ. сы 





` Веноминая внражение для коммутатора, мы видим, что МАМ - м =0 





ое Торн Пол. А уе ° -4< 91 
98 В/>лаЕ (с, = 0. равны нулю и осталькне производные первого и 
второго ое при 4=0 или +>0 значение В(з, ©) 
равно нулю. Поэтому В (4; ) = 9( (151+ 51) . Выбирая в качестве 
координатные функции, находим, что \/ Хи х- ММ х =0 ((141 +141)". 
ЛА. Чтобы доказать, что на самом деле 
и =\/, 4, х ‚разобъём прямоугольник 
[4] * [0,8 4. Ша. 
Е: Каждому пути из ПАВ У 602 
ответствует путь в области 7 . Будем 
постепенно переходить от пти АС к 
пути АВС , каждый раз изменяя способ обхода одного из маленьких 
прямоугольников. /Всего потребуется р пагов./ Как будет сдвигать- 
ся конец? При обходе с ВЕТ сторон одного прямоугольника возник - 
нет расхождение порядка о(-,) ‚ которое затем увеличится не более 
чем в константу раз. Потому. и. между образами путей АЗС. 


точнее хх _Ккенмцами 
и ЛВС в превосходит ^и* 5(= ) =е(1). Устремляя И. к бесконеч- 





ности, видим, что оно равно 0. ПоНЕНО требуется некоторое допол- 


нительное обоснование равномерности о(Т,) и т.п./. 
Второе л-во применимо к случаю, когда одно из полей /например, ^Л у 
отлично от нуля в точке х . В этом случае его можно выпрямить. 








или /т.к. \'=0 / ММ = Об `` 9т0 значит, что поле \ 

не меняется при сдвиге вдоль поля \У : | т 

Поэтому сдвиг влоль \ траектории — 

поля \ даст новую траекторию того же 

поля \/ , поэтому \№\/х= Ул >, 
Третье д-во следует методу второго, но обходится без выпрямления. 

Докажем, что диффеоморфизм \/+ оставляет на месте поле аа 


После этого станет ясно, что применение его к траекториям поля М 
снова даёт траектории, и всё будет доказано. Надо доказать, таким 
я что [№09] Я = ал (4х) или, другими словами, 


что ь № К (0 “оу ) = (*) . Докажем, что ле- 
вая часть поотояниа, для чего продиф ны. её /сначала в нуле/: 
|. [№69]: СМе®) = либю ею + А [9469] 79) = У ыб)- 
м хе) = ‘бад иг о) ее. \ м о - 2 и. = и) =0, 
а используется формула дибференцирования ааа формн, .фор- . 
мула (ХХ) АН = - АА а и равенство смешанных про- — 


изводных/. ‘Теперь реа видеть, что и Воду, производная равна 0, 


так как м. ны Г У @)= ие 9] Му А, х). 
= ‘(не зависящий от д+  оператор/+ / 


[му (АЯ ‚ где Ч= Мех. _« Третье д-во окончено. 








пе ЕНОТ С Дак" РАС т ОБЖ, Чье 


ПВ иаиекоког— 


АА ДАСТ АК т аи тит ид ЗЫ 


другого" 


АТ ВВК Дтьс. НЕА лото: дело ИСАЫАи т”. 


тео Ат Брж, _оолтилл. =“ и 
"рат С ах ИИ БДМ ЛНЬ НЫЕ “ОБЛ РЕ ТЕЛЬ ЧАИ ВЕН о ЛЕНРРЕЬАБЫ ТТ ВЫ Ель ль мые ЛАЕ ТТ: 








Ах ы И : < ть И и в 
МЫ Е также новое истолкование "производной одЕого поля вдоль 


Задача, Пусть лу - постоянное горизонтальное поле в 
изображённой на рисунке области "(К . Придумать такое 
вертикальное поле м, чтобы уг] = © , но чтобы | 
выполняемые в разном порядке сдвиги приводили бы в разны 722777 
точки. Ее противоречит ли это теореме? Где не проходят её пэказа- 
тельства? 


6. Выпрямление двух полей. 


Теперь уже нетрудно доказать такую теорему о выпрямлении двух 
полей: 

Теорема. Бели \^ и / - векторные поля в области Иев 
Гу, /=0 , хех , м(>э и м (>) линейно независимы, то 
существует такой диффеоморфизм некоторой окрестности точки — 95< 
при котором поля переходят в постояннне. | 

1-во. Повторяем рассуждение пункта 3 с тем изменением, что рас- 
сматривается отображение Ф (4, 4,5) = МХА Сс+А) = ММ (+), 
корректно определённое в силу равенства (У, мг] ЕО: а 
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Напомним, что каждому Остен окружности `В Ве\4ДОтмы сопоставляе 
| некоторое целое число "число оборотов Х (х), когда х обходит окружность". 
Г Мы не давали и не даем точного опр ределения {см.мезолическяе разработки "На- 
| крытия"), ко считаем интуитивно ясным, что это число сохраняется при гомото- 
г паях (в в*\10\). Сейчас мы применим это понятие для исследования векторных в 
| полей. на двуверных многообразиях. | 
_ А. Векторные поля на плоскости 

Пусть и - открытое подмножество В2, ЛГ: 1. В< — векторное поле в А 
| Бусть ЗЕ Ц - особая точка (=нуль) вектореного поля, причем изолированная 

| (т. е. в ее окрестности нет других особых точек). Индексом особой точки а на- 

‘‹ зывается число оборотов, которое делает векторлу (х), когда точка х „обходит, 
| по маленькой окружности вокруг точки а против часовой стрелки. | 
| Окружность надо выбирать настолько маленькой, чтобы внутри не ОЕ е 
|. не было других особых точек. А среди таких можно брать любую 


идеко сохрапяется при томотопии). р ый. | 


“Задача ача,. ти индекс особой бочки 0 ДЛЯ Е поля, три) =. 
| т | 










`ектории КОторО-ГО изображены на рио.: 
| Задаза/.Пусть А: :2°-> В. - линейный оператор. 


’ (х)= Ах - векторное поле. Как найти индекс 
Г точки 0, зная матрицу оператора А? 


Б:; Основная лемма У ни 

Пусть © - область, ограниченная гладкой границей Г, содерхащаяся мест = 
`с траницей)внутри области 16, векторное поле не имеет особых точек наГи в 7 
' имеет конечное число особых ‘точек хт,...›Хн Внутри Г. В этих предположениях +. 


Г (точный смысл которнх не вполне ясен - что такое "область, ограниченная глад-. 7 
| кой границей"?) имеет место 
| Лемма. Сумма индексов точек хт,...,Хи равна числу оборотов, которое дела- 


‚ Р® вектор ^Л (х), когда х обходит Г против часовой стрелки. (СЕ о 
| : "Доказательство", Т.к. число оборотов сохраняется при — Г. о 
| можно заменить Г на гомотопный путь Г , изображенный на рис < О» 
(участки между особыми точками, проходимые туда и обратно, “Яя Е 
| для ясности изображины двумя линиями). А число оборотов при од у 
' равно сумме индексов особых точек, т.к. поворот при ДВИХении от ‘одно: “К с дру-. 
' гой компенсируется. . 
' Лемма показывает, что для вычисления суммлиндексов векторного поля внутри. 
| области достаточно знать его поведение на границе. о 
В. Индекс особой точки на многообразии. - | 
Пусть ^7- векторное поле на многообразии, х - его изолированная точка. Г 
Определим индекс особой точки х, перенеся поле в карту. Корректность такого : 


определения гарантирует а р 
Лемма Пусть, ус в®, - диффеоморфизм в на\У, переводящий векторнс 


и 
поле 7”. е №. (на) в векторное — Г (на\М ), 2%. о М - изолированные 
особне точки полей “А и ^/. Тогда их индексы о ы 
| Набросок доказательства. Диффоонорфизиы окрестности, на окрестность . 
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‚ т АЛ 2 
ву ах $ ‘. 
ешориаций ‘ научное название ев - изотопия} индексы меняются новое я 
1 <7^ дм у `: т Чутт у ^^ ыа р ‚ а : тр чт т я > — 
] сохраняются. поэтому достаточно доказать лемму для тоддественного далее омоТр- 


|Физма (что очевидно) и симметрии (проверьте!). 
| Г. Эйлеоова хазактеристика 





| Теорема. Т) На любом компактком двумерном многообразии существует вектор-. 


| ное поле с изолированными особыми точками (из компактности следует, что их чи- 
о конечно). 


Сумма индексов особых точек не зависит от выбранного поля. Она называет-. 


‚ся эйлеровой хатактористикой многообразия. 
| Нам не удастся доказать теорему в полной общности. Мы докажем ее только. 
'для многообразий, являющихся сберами с ручками. О ыы = 
(Насамом деле многообразия бнвахт ориентируемыми а < 

'и зориентируемыми; любое двумерное ориентируемое | ` - 
мыогообразие есть сфера с ручками, а неоринтируе- \эйлерова эйлерова 
'мое - сфера с ручками, в которую врезан маленький 
‘иск, и противоположные точки граничной окружности 
\отождествлены). р. | 
о ео | Д.Сдера. 


'. Докажем теофему п.Г для сферы. Можно считать, что 
|северный полюс сферы - неособая точка. Рассмотрим две 
|харты, соответствующие стереографическим проекциям из северного и юного по- 
|люса. На первой из них изобезяены все особые точки, ноэтому для вычисления 
суммы’ индексов. можно примен..ь основную лемму п.Б, взяв в качестве С’ лостато“ 
|во Сотттой круг‘. Нужно только понять, как себя вепет поле (точнее, его’ изо-. 
|бражение в карте) на окружности большого радиуса. На сбере их в друтбй карте 
‘эта окрудность изображаетсн, напротив, окружностью малого размера. 

\ ЗВ малой окрестности точки С (в карте, где она изобрежена), можно считать 
поле постоянным (в карте). Если мы заменим поле на постоянное всюду в этой 


|карте, то на рассматриваемых окружностях оно не изменится и, < 5 
С, | 











г хар-ка 





| следовательно, полное чилбо оборотов можно вычислить для поля, 

постоянного в одной из карт. В другой карте оно будет иметь вид, 
'в браженный на рис.,и, следовательно, (задача Т п.А) число. 
|оброотов будет ‘равно е, для сферы теорема доказана, ! 
(точная еэраулировака теоремы о замене: если 0 - неосо- 
|бая точка векторного поля ^/ , то сулествует круг, ра-, 






| циуса ©, , не содерхащий особых точек поля ЛУ; и, полелу, | 
' совнацающее вне этого круга с ^л, и постоянное в круге Е 
радиуса. <, (2 и не имеющее ‘особых точек внутри круга - 


радиуса бе. 
слствие. На сфере не существлет гладкого векоор- 
‘ного поля без нулей. /Ежа нельзя причесать. / 


Е. Сфера_с ручками. 


Е] : 

|Пусть теперь дана сфера с ручками (или крендаль с 

‘ дырками). Докажем, Что сумма индексов ‘особых точек 

[любого векторпого поля на ней равна г -2 3 ‚(Мы е- 

‘таем, что мы рассматриваем векторные полЯ < изолированными особыми точками; 
существование таких полей на сферах с-ручками почти очевидно, см. таке за- 





‚дачи.... а 
' Итак, пусть дано векторное пеле на сфере с 4 ручкеми. Вложим о 
‘в какдую дыру п сфере, которая касается нашего многоооразия. О 


‘окружности (большого круга). Будем считать, что на этих окрухностях 
| чет особых точек вечебоного поля. На кажцой сфере возникает вектор- 


| оле, заданное только на одной окружности, ипанодА ого до БЗК-, 
'торнохо поля 2 изолированними особ че очинми, СНОЗОМУ “Это модно = 





ь 
| ` 


\ 
хар-ка =  хар-ка = 0 | 
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ЧИ 





То Дь Нж и ортинс Е рта Ш: 


и зовет 


ны сы Баны. белы г 


` 
/ 
‚ бражено на рисунке, и векторное поле на ней. сумма, ИНДеКСОВ Ги ХМ 
; ; ; У г “, А о. 


(0.11), для которого функция (6х) > \. Со) непретывна, \о- тожщественное, 


\, (=? ‚соединяющий точку х (при Ё= 0) с точкой а. Выберем в точке а 


‘во все ‘точки х вдоль соответствующих путей, при перенесении сохраняется угол 








45. 


см. далее). Возникавт поверхность (самопересекаютаяся), сечение которой пзо- 


ОЕ Пе 


ан мя 
осооых точек. 


= 


и „. { 2 и 
г г 4? ме : : ь: ё 9 АТ ; ; „1 
а 24 {на сберах) + х “на ноходл < мода 
т ‚ мтнатпазна 2 м т али Я — | и 
отюны. оназавна т если за ` а я 
р | = а —, а > С иобержия сл | 


® 
| поверхность представляет собой офор 
пору е. 
пе о К и с) 


Итак, д+х=а, т.е, х=еа -8. Объясним теперь, как продолжить поле. ОЕ. 
но сделать так: перенести поле по параллелям,. одновременно уменьшая его и до- 
нуля в полюсе. (Около полюса следует уменьшать быстро в целях гладкости. } Вес. 
Залача Т. Эйлерова характ-еристика тора равна нулю, поэтому теорема не вапгс. 
щаст существования поля без особых точек на нем. Построить такое поле, и, 00-. 
лее того, два таких поля, линейно независимых в кажцой точке. 
азлача_2. Построить поле с изолированными особыми точками на сфере с ручками. - 
Указание: поверните их подходящим образом и рассмотрите поле, праектории ко- 
торого есть линии наискоре шего спуска. й 


м. ГОПОЛОгичесвие следствия. 


Теорсма. Тождественное отображение сферы в себя не гомотонно постоянному. 


(это означает, что не существует гомотопии, т.е. семойотва { : <°—5 $ = 


быть о с: 


Зы 
















МИ 
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а т - постоянное отображение). 


‚ Доказательство. Пусть такая гомотопия существует (обозначим ее К _ бо: тод- 


а -——- 


`дественное, \„ - постоянное, равное некоторой точке а. Построим векторное го-` 






ле на сфере, не -имеющее нулей. Для каждой точки хс < имеется путь 





к. ЗАРИ г ых _. м | Зо А 
какой-нибудь вектор. Теперь полё на сфере строится так: перенесем этот ‘Вектор 


между переносимым вектором и касательным вектором к пути. | _ 


Это рассуждение имеет ряд пробелов. Во-первых, касательный вектор существу 
ет только если пути гладкие. Хуже того, даже ‘если путь гладкий, вполне возмои-. 
но, что в некоторой точке касательный вектор равен нулю, и говорить 00 углз, 

‹ разуемом им с переносимым вектором, бессмысленно. Поэтому нужно слегка ви- 
доизменить нашу конструкцию. Е у :| 

Пусть.Д/ велико. Рассмотрим на пути © +> У. ©) точки, аоответствующие зна- 
чевылм ог, = и о Соединим их дугами больших кругов (если ^/ доста- 


точно велико, то соседние точки не будут диаметрально противоположными, и это 
опрэделение корректно). Теперь переносить вектор можно вдоль этого" ломаного" 
пути. Так получается непрерывное поле на сфере, не имеющее особых 

точек. Это противоречит доказанному нами. (На самом деле предположе- 
ние о гладкости векторного поля нами фактически не использовалось. / 


Слолствие Т, Не существует непрерывного отображения $ пара Д® НА. 








еве вранину $2, тожлоотронного“на границо. р | | 
Следствие 2. Всякое непрерывное отображение шара Де в себя имеет неподвих-| 


и —- 


° ную точку. 


Эти следствия. доказываются так же,как и в двумерном случае (см. лекцию"Эле-: 
менты топологии". | р % | 
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